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Prefacio

Este documento corresponde a mi tesis de Maestria en Matematica, mas pre-
cisamente en la rama de Teoria de Nimeros.

Se pueden marcar dos objetivos claros en este trabajo. En primer instancia,
entender la Conjetura de Serre y todos los objetos matematicos involucrados en su
enunciado. Ademas, se agregan dos aplicaciones de la misma: el Ultimo Teorema
de Fermat y clasificar todas las curvas elipticas sobre Q de conductor primo.

Justamente la dltima aplicacién motiva el segundo objetivo de este documento
que es estudiar e intentar clasificar todas las curvas elipticas de conductor poten-
cia de primo en algunos cuerpos cuadraticos reales. Este ultimo objetivo es algo
novedoso, puesto que atin no existen resultados publicados.

Con respecto a los requisitos para entender este trabajo, mencionaremos ahora
algunas de las herramientas que utilizaremos libremente. Se asumirédn conocidos
conceptos de materias de cualquier carrera de grado de matemaética. Conceptos de
grupos, anillos, cuerpos y teoria de Galois, asi como anélisis complejo. Se asumiran
también cuestiones de Geometria Algebraica clasica y Teoria de Numeros clasica.

Con respecto a Teorfa de Numeros Algebraicos (TNA), se asumiran muchas
ideas de cuerpos locales y globales, pero dejaremos referencia a algunos libros al
comienzo del capitulo[I] Algo similar haremos con representaciones de grupos, cur-
vas elipticas y formas modulares clasicas, en las que se hara un breve resumen de
lo necesario en las secciones [3:1] y [f-T] respectivamente, pero se dejaran algunas
referencias para mayor detalle al comienzo de cada capitulo correspondiente.

El documento esté dividido en 7 capitulos. Los primeros cinco serédn para intro-
ducir las herramientas necesarias para los tltimos dos capitulos, donde realmente se
exponen los objetivos planteados al comienzo. Un teorista de niimeros experimen-
tado no encontrara nada realmente novedoso hasta el capitulo 4 de este documento
en los que salvo excepciones, enunciaremos los teoremas necesarios referenciando
la demostracion.

En el capitulo , expondremos como se relacionan los objetos mateméaticos que
definiremos utilizando como ejemplo el Ultimo Teorema de Fermat.



En el capitulo [T} introduciremos las extensiones no ramificadas y moderadas
puesto que el estudio de su accién es importante para enunciar la Conjetura de Se-
rre. También definiremos los grupos de ramificacion en su versiéon més general y por
altimo definiremos idéles, ray class group y enunciaremos el teorema fundamental
de la teoria de Kummer. Los resultados expuestos en estas altimas secciones seran
utilizados principalmente en el estudio de curvas con conductor potencia de primo
sobre cuerpos cuadraticos reales.

En el capitulo [2] nos enfocaremos en representaciones de Galois de dimensiéon
2. Dedicaremos una seccién breve al caracter ciclotémico puesto que aparece en las
representaciones de Galois que méas nos van a interesar, que son las de curvas elip-
ticas y las de formas modulares. Las tltimas secciones las dedicaremos a caracteres
en Gg e I, que seran utilizados para desarrollar la Conjetura de Serre.

En el capitulo[3]daremos resultados de curvas elipticas. Primero las definiremos
sobre cualquier cuerpo; luego introduciremos las representaciones de curva elipti-
cas, daremos algunos resultados sobre isogenias y finalmente nos enfocaremos en
curvas elipticas sobre cuerpos locales y cuerpos de niimeros.

En el capitulo [d]introduciremos las formas modulares. Comenzaremos dando un
breve resumen de formas modulares clasicas, para luego definir las que utilizaremos
para enunciar la Conjetura de Serre, que son las formas modulares médulo ¢. En
la ultima seccién daremos una idea de como se construyen las representaciones de
Galois para formas modulares modulo £.

En el capitulo [5| utilizaremos los resultados necesarios de los capitulos anterio-
res para enunciar la Conjetura de Serre. Las ultimas dos secciones las dedicaremos
para mostrar dos aplicaciones de las mismas, que fueron dadas por Jean Pierre
Serre en el articulo donde presento la conjetura. Como fue mencionado antes, estas
aplicaciones son el Ultimo Teorema de Fermat y clasificar todas las curvas elipticas
sobre Q de conductor primo.

Por altimo, en el capitulo [f] encontraremos el estudio de curvas elipticas con
conductor potencia de primo sobre algunos cuerpos cuadraticos reales. La primer
seccion sera extender el concepto de formas modulares clasicas a formas modulares
de Hilbert. Lo siguiente serd enunciar y referenciar resultados de modularidad aso-
ciados a cuerpos cuadraticos reales conocidos y que seran utilizados en las secciones
siguientes para la clasificacion. Cabe mencionar que el trabajo no esté terminado
v los resultados obtenidos son parciales.

A lo largo del capitulo [0] utilizaremos herramientas computacionales para com-

plementar los resultados teodricos. Es por eso que en el apéndice, adjuntamos el
c6digo de los programas realizados.
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Introduccion

Consideremos el “Ultimo Teorema de Fermat” como puntapié a las herramientas
que vamos a exponer. El “Ultimo Teorema de Fermat”, enuncia que si n es un entero
mayor a 2, y existen enteros a, b, ¢ tales que

a"+ bt =c" (0.1)

entonces abc = 0.

Es claro que si, por ejemplo b = 0, entonces poniendo a = ¢, tenemos infinitas
soluciones enteras al problema. Esto lo podemos hacer siempre que uno de los tres
términos sea cero. Llamaremos soluciones triviales a este tipo de soluciones. Otra
forma distinta de enunciar el teorema es decir entonces que no hay soluciones no
triviales si n > 2.

Uno se encuentra entonces con un problema en el cual no puede “chequear” a
mano todos los casos, ni de a, ni de b, ni de ¢, ni de n, porque son infinitos. Es
aqui cuando la matematica necesita de estrategias diferentes y de nueva formas y
objetos para atacar el problema.

La estrategia es simple y es la siguiente (que es muy usual en problemas mate-
méticos): asociarle a una posible solucion no trivial un objeto con un determinado
conjunto de propiedades, y luego concluir que tal objeto no puede existir. Lo di-
ficil es claro, definir el objeto correcto y encontrarle propiedades que lleven a esa
conclusion. En este problema en particular, ese trabajo llevo casi 400 anos, pero
permitié desarrollar una nueva forma de estudiar problemas aritméticos que se si-
gue utilizando a dia de hoy y a la que se le siguen buscando nuevas generalizaciones
para resolver problemas més dificiles.

Lo primero es que a las soluciones de ciertas ecuaciones diofanticas (esto es,
una ecuacion cuya solucion solo involucra nimeros enteros), se les puede asociar
curvas elipticas, que es un objeto de la forma

E:y® + a1zy + agy = > + asx® + asx + ag

con los a; racionales.
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En este objeto, los puntos que satisfacen la ecuacién de la curva eliptica se pue-
den sumar como es explicado en la figura [3.1] de la seccion [3.1] formando un grupo
abeliano con esa operaciéon. En particular, podemos mirar sus puntos de ¢-torsién
con ¢ un ntmero primo (es decir, puntos que al sumar ¢ veces consigo mismo dan
el neutro del grupo).

Si miramos todos los puntos de ¢-torsién de una curva eliptica, sus coordenadas
(z,y) no necesariamente son racionales, por lo que podemos considerar la accion del
grupo de Galois sobre las coordenadas de estos puntos. En la seccion [3.2] veremos
que la acciéon del grupo de Galois preserva la ¢-torsion, por lo que nos restringimos
a este subconjunto y la accién alli. Esto da lugar a un nuevo objeto que llamaremos
la representacion de Galois de una curva eliptica.

Las representaciones de Galois son un objeto de estudio en si mismo, por lo que
las representaciones de Galois de una curva eliptica son un subconjunto de estas

con un interés en problemas aritméticos.

Tenemos hasta ahora un diagrama de la siguiente forma:

Soluciones de ciertas

ecuaciones Diofanticas

\ 4

Curvas elipticas

A4

Representaciones de Galois

Representaciones de
curvas elipticas

Por otro lado, desde principios del siglo XX, matematicos como Felix Klein,
Srinivasa Ramanujan, Godfrey Hardy, Erich Hecke entre otros, comenzaron a estu-
diar formas modulares. Las formas modulares, son funciones complejas holomorfas
que satisfacen algunas propiedades extras de simetria. Las formas modulares se
agrupan en conjuntos segin dos ntimeros denominados peso y nivel, y un caracter
de Dirichlet.

A lo largo del siglo XX, se demostré que dados el peso, el nivel y un caracter,
las formas modulares conforman un espacio vectorial de dimension finita (en otras
palabras, hay pocas) y a su vez, es computable la dimension en casi todos los casos
y son computables las formas modulares en casi todos los casos.
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Dentro de las formas modulares, hay un subconjunto relevante, que es el de las
formas propias cuspidales, que también conforman un espacio vectorial de dimen-
sién finita por ser un subconjunto del anterior.

También en el siglo XX, se encontré una forma de asociar representaciones de
Galois a formas propias cuspidales, dando idea de que se podia “comparar”’ curvas
elipticas y formas modulares a través de sus representaciones de Galois.

Pero la conexién fundamental la dieron Yutaka Taniyama y Goro Shimira en
1957 cuando conjeturaron que a cada curva eliptica se le podia corresponder una
forma propia cuspidal y Jean Pierre Serre cuando conjeturd que las representacio-
nes de Galois de cada objeto debian ser iguales. Dado que se conocia el espacio
de formas propias cuspidales, un resultado de este estilo, acotaba las opciones de
curvas elipticas que podian existir. El problema, es que en esta conjetura, se indi-
caba que la forma modular debia ser de peso 2 y que el carécter era 1, pero no se
indicaba de que nivel debia ser la forma propia cuspidal.

En 1990, Keneth Ribet, complement6 las Conjeturas demostrando un teorema
de “Level-Lowering” (ver [39]). Este teorema, enuncia que si una curva eliptica es
modular para algin nivel, entonces se puede bajar el nivel segin algunas propie-
dades de la curva eliptica. Esto permitia en muchos casos, conocer en que espacio
de formas propias cuspidales se debia buscar.

En 1995, Andrew Wiles demostroé parcialmente la Conjetura de Taniyama-
Shimura (ver [51] y [49]) v finalmente Brian Conrad, Fred Diamond, Richard Taylor
y Christopher Breuli en 2001, la demostraron totalmente, dando paso al teorema
de Modularidad (ver [4]).

El esquema resultante es el siguiente:

Soluciones de ciertas

ecuaciones Diofanticas Formas Modulares

Formas propias
A 4 cuspidales

Curvas elipticas

A4 .

Representaciones de Galois

Teorema de
Modularidad

\‘ Representaciones de formas

Representaciones de ; it
r‘ propias cuspidales

curvas elipticas ‘

Level-Lowering
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Con el afan de generalizar los resultados de Modularidad y Level-Lowering
para cualquier tipo de representacion de Galois y no sélo las que provienen de cur-
vas elipticas, en 1987, Jean Pierre Serre conjeturd que todas las representaciones
de Galois impares e irreducibles eran iguales a una representacion de Galois que
provenia de una forma propia cuspidal (ver [43|). Las representaciones de Galois
impares incluia por supuesto, a las representaciones de Galois que provenian de
curvas elipticas. Lo que era atn més interesante, es que en la Conjetura de Serre se
daba una forma de calcular el peso, el nivel y el caricter en el que debia buscarse
la forma propia cuspidal, en funcién de la representacién de Galois.

El diagrama final es el siguiente:

Soluciones de ciertas

ecuaciones Diofanticas Formas Modulares

Formas propias
A 4 cuspidales

Curvas elipticas

v y

Representaciones de Galois

Representaciones de
Galois impares

Representaciones de formas
propias cuspidales

Representaciones de Conjetura de Serre
curvas elipticas

La Conjetura de Serre fue demostrada en 2009 por los trabajos de Chandras-
hekhar Khare y Jean-Pierre Wintenberger (ver [20], |21] y [22]).

En la seccion [5.3 daremos una demostracion detallada del Ultimo Teorema de
Fermat utilizando la Conjetura de Serre, pero veamos ahora un esquema de la
prueba utilizando los objetos mencionados:

Supongamos que n = ¢ > 5 primo y que (a, b, c) es una soluciéon no trivial de
la ecuacion [0.1]

Consideremos la curva eliptica
E:y*=z(z+a")(z—b")

que es conocida como la curva eliptica de Frey. Segiin lo anterior, podemos asociar
a esta curva eliptica una representacion de Galois si estudiamos su /-torsion.
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Estudiando las propiedades de la representacion de Galois de esta curva eliptica
de Frey, la Conjetura de Serre establece que debe ser igual a una representacion
de Galois de una forma propia cuspidal de peso 2, nivel 2 y cardcter 1. Dado que
es conocido que el espacio de formas propias cuspidales de peso 2, nivel 2 y ca-
racter 1 es trivial, concluimos que tal curva no existe, dando paso a la demostracion.

Esta estrategia de demostracion, sigue siendo poderosa incluso si el espacio de
formas propias cuspidales al que se asocia nuestro problema es no trivial, puesto
que nos da informacion de la curva eliptica y de sus puntos. El teorema de modu-
laridad y el teorema de Level-Lowering no sblo son tutiles para dar resultados de
no existencia de soluciones.

En la seccion [5.4] veremos como usar la Conjetura de Serre para clasificar todas
las curvas elipticas de conductor primo sobre Q.

Lo siguiente seria buscar resultados analogos para cuerpos mas grandes que Q.
Es por eso, que en el capitulo [6] estudiamos las curvas elipticas sobre cuerpos cua-
draticos reales con conductor potencia de un primo. Como se veré, las estrategias
son las mismas. Utilizar la existencia de un teorema de modularidad y un teorema
de Level-Lowering en cuerpos cuadraticos reales para acotar las opciones de curvas
elipticas en los cuerpos que estudiamos.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de TNA

A partir de ahora y para todo el documento, fijemos una clausura algebraica
Q de Q y para cada primo ¢ fijemos clausuras algebraicas Q. Fijemos también
inmersiones Q — Q, — C.

Como era mencionado en el Prefacio, asumiremos que el lector conoce resultados
de Teoria de Numeros Algebraica (TNA). Sin embargo, si no tiene los conocimien-
tos o quiere repasarlos antes de empezar, recomendamos los capitulos 2 y 3 de [30].
Si desea repasar sobre cuerpos locales puede leer el capitulo 7 de [30], aunque en
este capitulo introduciremos brevemente ideas de cuerpos locales.

Finalmente, asumiremos que el lector conoce el automorfismo de Frobenius y sus

levantados. Para mas informacion sobre el mismo y sus propiedades recomendamos
la lectura de “The Frobenius element” en el capitulo 8 de [30].

1.1. Extensiones no ramificadas y moderadas

Sea K cuerpo de nimeros, Ok su anillo de enteros y [ un ideal primo de Og
sobre un primo ¢ de Q. Definimos la valuacién

n:K*—>7Z: Vg(x):méx{kEZ:melk}.
Veamos que esta bien definida. En efecto, si z € K, el ideal zOg tiene facto-
rizacion unica en ideales primos como ideal fraccional (ver Teorema 3.7 de [30]),
v el exponente que le corresponda a [ en esa factorizaciéon seré el valor de v. La

valuacion v se extiende a K definiendo 1(0) = oc.

Algunas propiedades de vy son (ver proposicion 7, cap. 1 de [42].):

1. y(zy) = v(z) + v(y) para todo z,y € K
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2. y(r+y) > min{v(x),(y)} para todo z,y € K. De hecho vale la igualdad
st vi(z) # vi(y)

Definamos R = {z € K : yi(x) > 0}. No es dificil chequear con las propiedades
anteriores que R es un anillo. Mas atn, M = {z € K : 1y(z) > 0} es un ideal y co-
mo su complemento es el conjunto de unidades de R, entonces R es un anillo local
con M como ideal maximal. También es interesante mencionar que O C R puesto
que la descomposicién en ideales primos de xOf tiene exponentes no negativos.

Sea k = R/M. A k lo llamaremos el cuerpo residual de K. Como [ | £ en
R, entonces £ € M y por lo tanto char(k) = ¢ > 0. Ademés, k es un cuerpo finito,
puesto que la extension de anillo Ok /Z tiene finitos generadores por ser K un
cuerpo de nimeros y esos generadores son generadores de la extension k/F,.

Definicion 1.1. Denominamos uniformizador a un elemento de R con valuacion
positiva minima.

Es claro que con la definicién anterior, el uniformizador es un elemento de
v 1(1). También, si [ es principal, entonces su generador es un uniformizador. Lla-
memos 7 a un uniformizador de v de ahora en adelante. Se cumple (ver Proposicion
7.6 de |30]) que M = 7R.

La valuacion v permite definir un valor absoluto no arquimediano discretdl] a
través de la formula

||, = N (1)) (1.1)

siendo N([) = #k la norma del ideal.

Llamaremos K| a la completacién de K con respecto a |.|, definida anterior-
mente. Observar que |.|, y v se pueden extender a K| simplemente como

g, 1i(en) = il Jig, o)

lim xz,

lim |z,|, = im.

n—oo

[

para cualquier sucesion de Cauchy.

Como la imagen de vy en K es Z, esto seguird ocurriendo en K| debido a la
definicién anterior, por lo que 7 sigue siendo uniformizador en Kj.

Nos preocupamos ahora de algunas propiedades sobre extensiones de Kj:

1Un valor absoluto es no arquimediano o cumple la condicién ultramétrica si |z + y| <
méx {|z|,|y|} para todo z,y € K. Es discreto porque Im(v() = Z es un conjunto discreto.
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Teorema 1.2. Sea L /K| una extension algebraica (separable) finita, entonces existe
un tnico valor absoluto no arquimediano discreto |.|;, de L que extiende a |.|g, .
Ademds L es completo con respecto a |.|; y para todo x € L,

1

el = | Noyw ()] (1.2)
o en términos de valuaciones, existe una unica valuacion vy, tal que
1
=—y(N 1.3
VL(ZE) f(L/K[) V[( L/K[(x)) ( )

siendo f(L/K) = [kr, : k]. Llamaremos valuacién normalizada a la valuacion
antertor.

Demostracion. Ver Teorema 7.38, cap. 7 de [30]. O

Como se observa en la ecuaciéon , L sigue teniendo una valuacién discreta
y de hecho su imagen es Z. Observar también que la ecuacion es compatible
en extensiones, es decir si uno tiene x € L y F'/L es una extension finita, entonces
|z| - = |x|; . Esto permite extender el valor absoluto de forma tnica a K la clausura
algebraica de K. La valuacion resultante sin embargo, no es discreta (ver Remark
7.7 en [30]).

De forma anéloga a lo hecho en K, podemos definir Ry, 9 y kr.

Definicion 1.3. Sea L/K| una extension algebraica (separable) finita, vy, la valua-
cion normalizada que extiende a vp y w el uniformizador de K. Definimos el indice
de ramificacion como e(L/K|) = vi(m) y el grado de ramificacion f(L/K)
como el grado de la extension de los cuerpos residuales kr,/k.

Se cumple también que [L : K{| = e(L/K\) f(L/K) (ver Corolario 7.42 de |30]).
Definicion 1.4. Una extension finita L/ K| se dice no ramificada si e(L/K) = 1.

Observar que si la extension L/K| es no ramificada, entonces 7 sigue siendo
uniformizador en L.

Teorema 1.5. Si L1/K( y Lo/K| son dos extensiones no ramificadas, entonces
Li1Ly/ K| es no ramificada. En particular, si L/K; es no ramificada y F es la
clausura de Galois de L entonces, F/K| es no ramificada.

Demostracion. Ver proposicion 8 capitulo 2, pag. 49 de [25]. O

El Teorema junto con el Corolario 1, cap 3, pag. 54 de |42], nos permite
construir una extension no ramificada maximal K" como la unién de todas las

extensiones finitas no ramificadas de K|, donde ademés K" /K| es una extension
Galois y Gal(K[""/K|) ~ Gal(F,/k) siendo F; una clausura algebraica de k.

De forma muy similar:
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Definicion 1.6. Una extension L/ K| finita es moderada si e(L/K|) es coprimo a
char(k) = £.

Teorema 1.7. Si L1/ K| y Lo/ K son dos extensiones moderadas, entonces L1 Lo/ K|
es moderada. En particular, si L/K| es moderada y F es la clausura de Galois de
L entonces, F/K| es moderada.

Demostracion. Ver proposicion 13 capitulo 2, pag. 54 de |25]. O

Al igual que con K[ construimos una extension maximal como la unién de
todas las extensiones moderadas y llamaremos K[ a ese cuerpo. A partir de las

definiciones [1.4]y [1.6/ no es dificil ver que K" C K{.

Definicion 1.8. Denotaremos Iy = Gal(E/K[’”") y lo llamaremos grupo de iner-
cia de | y P, = Gal(K/K}) y lo llamaremos grupo de inercia salvaje de I.

Teorema 1.9. By es el pro-£-subgrupo mazimal de I (ver definiciones en nota al
picﬂ) .

Demostracion. De la definicién de ser una extension moderada, es claro que P < I.

Por otro lado,

P =1im Gal(L/K")

con L/K} extension finita Galois.

Sea [L : K{] = e(L/K{)f(L/K{). Para empezar, f(L/K{) = 1 pues K{ contiene
a K"y k" =Ty, por lo que no se puede extender més allé.

Ahora, supongamos que [L : K| = ¢"m con m > 1y coprimo a ¢ y consi-
deremos, H el (-Sylow de Gal(L/K{) y F = L el cuerpo dentro de L fijo por
accion de H. Entonces tenemos la torre de cuerpos L/F/K} y e(F/K}) | m que
es coprimo con ¢. Entonces F'/ K| f’ es una extensién moderada, lo que contradice la
maximalidad de K7.

Para probar que P; es maximal entre los pro-¢-subgrupos de I, supongamos
que existe o € I\ P tal que o =id para algtn k > 1. Llamemos H = (P, 0) y
consideremos F = (K). Entonces H/P, = Gal(K!/F) es un grupo finito de orden
potencia de ¢. Pongamos que |H/P| =" = d.

Como K} /F es una extension finita, por el teorema de la rafz primitiva, existe
a € K| tal que K{ = F(a). Sea mq € F[z] el polinomio irreducible de a sobre

2Esto es, si escribimos a Py como un limite inverso de grupos finitos, cada uno de ellos
es un {-grupo. Recordar que un /-grupo H es un grupo para el cual todo elemento tiene
orden una potencia de £. El hecho de que sea maximal implica que si g es un elemento de
orden potencia de ¢, entonces g € H.

10
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F'. Entonces, mq(x) = Z?:o a;x* donde los a; son algebraicos por estar contenidos
en K. Consideremos L = K (" (ao, ..., aq). Como los coeficientes son algebraicos, la
extension es finita de grado n. El diagrama de extensiones queda como se muestra
en la figura [I.1]

Kl = F(«a)
N
F L(«)
\ g""
L ne’

K
Figura 1.1: Diagrama para la demostracién del Teorema

Como estamos con cuerpos que contienen a K['", el grado de inercia es 1 en todas
las extensiones, y en particular e(L(a)/K"™") = nf" lo que implica que L(a)/K["
no es moderada, contradiciendo el hecho de que L(a) C K| H O

Teorema 1.10. Sea | ideal primo de Ok . Entonces:
1. | <Gk,
2. Py,
3. B <Gk,

donde Gk, = Gal(K/K))

Demostracion. 1. Es porque K" /K| es una extension Galois.
2. Es una consecuencia de 3.

3. Podemos ver que es normal demostrando que la extension K f /K| es normal,
es decir, que para todo = € Kf y 0 € Gk, entonces o(z) € Kf Tomemos entonces
z € K}y sea F la clausura de Galois del cuerpo K(z). Como z € K[, entonces
K (z)/K es moderado, asf que por el Teoremall.7]también lo es F/K y por lo tanto
o(r) € F C K. O

3Se construyen todos estos cuerpos porque lo que se necesita es un cuerpo que sea una
extension finita de K" y F' no lo es. El cuerpo L(«) tiene lo importante para la prueba,
que es que el grado de extension es divisible por /.

11
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En particular, usando la teoria de correspondencia de Galois, K}/K| es una
extension Galois. La torre de cuerpos asociada es la siguiente:

K

1.1.1. Construccién de K| como limite directo

Sea m € K[ uniformizador (se puede tomar el uniformizador de K porque la
extension es no ramificada, ver parrafo posterior a la deﬁnicic’)n, d € N coprimo
con £ y definamos K4z = K/ (7'/?). Como 7 es un uniformizador, 7/¢ tiene va-
luacién menor, asi que 7'/¢ ¢ K (". Por definicion de K[, Kq/K{" es totalmente
ramificada, y ademéas es claro que las raices del polinomio z% — 7, que es irredu-
cible por el criterio de Eisenstein (ver proposicion 3.53 de [30]) son de la forma
{fjrrl/d con k=0,...,d — 1 donde &; es una raiz primitiva d-ésima de la unidad. Al
ser d coprimo con ¢, entonces {g € K{*" y por ende todas las raices de ese polino-
mio estan en K. Esto nos permite concluir que esa extension es Galois y de grado d.

Como los automorfismos de Gal(K4/K["") preservan las raices de z? — 7, tene-
mos un morfismo 6,4 : Gal(Ky/K["") — pq tal que

o(r'/?) = 0q(o)xt/?

donde pg es el grupo de las raices d-ésimas de la unidad. Es claro que es inyectivo
y como Gal(K4/K["") y j1q tienen el mismo cardinal, entonces §4 es un isomorfismo.

Teorema 1.11.

12
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Demostracion. Lo primero es observar que K[t = (K[m")t. Esto prueba que Ky C Kf
puesto que [Kg : K{*"]| es coprimo con /.

Para la otra inclusion, hay que usar la Proposicion 12, pagina 52 de [25] que
establece (los nombres de las variables fueron modificados):

Si F es una extension totalmente ramificada y moderada sobre un cuer-
po F', entonces existe un uniformizador wg que satisface una ecuacién

24— 7' =0

con 7' un uniformizador de F.

De esta forma, si E' es una extension finita de K", tenemos que £ = K[(ﬂ"l/d)

por la proposicion mencionada. Como 7 y 7’ son ambos uniformizadores de K,

o X d r 1 d
tenemos que 7’ = mw/u con u € RKIW y entonces ¢ — 7’ = - (uxz? — 7). Como

u € Rinr, entonces existe s € K[V tal que s? = u, y entonces uz? —7 = (sz)?—m =
[

y? — pi tomando el cambio de variable y = sz. De esta forma, obtenemos que

F = K(«'V?) = K. O

El siguiente resultado nos seré 1til en la seccion [5.2]

Teorema 1.12. Sea s una preimagen del automorfismo de Frobenius en Gk, y sea
1

o € Ij, entonces sos™" = ol méd P

Demostracion. Lo primero es observar que dos morfismos de Galois o1, 02 cumplen
que o1 = 02 (méd P) si y solo si 0102_1 € P y esto si y solo si 0102_1 fija K, que
es lo mismo que o7 | K= 02 ] Kt-

Observar que como o € Ij, su accion es trivial en K[*" y entonces
gpr=id =0 | (1.4)
sos™ |gpr=1d = 0" |kpr, .

por lo que podemos trabajar desde la extension Kf/K[". Tenemos de hecho dos
simplificaciones mas. La primera, es que por el Teorema basta con probar la
ecuacion para cada elemento de x € Ky, vy la segunda es que Ky = K[m"(wl/d),
por lo que alcanza con probar la ecuaciéon para 7/ con ged(d, £) = 1.

1/d o5 una raiz de z% — 7, entonces a(wl/d) = 65771/‘1 paraalginr € Zy

Como 7
lo mismo ocurre con s, teniendo que S(?Tl/d) = 53771/‘[ para algin u € Z, siendo &,
una raiz d-ésima de la unidad. Como &g € K[ y o € I; entonces 0(&4) = &4. Para
s, tenemos que s(§y) es otra raiz d-ésima de la unidad. Dado que s es una preima-
gen del mapa de Frobenius, s(&7) = ¢4 (méd 7'/9). Como ged(d, £) = 1, las raices
d-ésimas de la unidad son todas distintas modulo 7'/¢ y necesariamente s(£;) = 55.

13
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Entonces
S(T(?Tl/d) _ S({Q?Tl/d) _ §§T+U7T1/d.

Por otro lado,

ofs(nt/h) = o (gjmt/?) = gho' (/) = gio" o (x)) = ghot T (EGmt )

— égggaﬁfl(ﬂl/d) S — ég-l-frﬂ_l/d

obteniendo la igualdad. O

Definicion 1.13. Definimos Iy = I;/P; el grupo de inercia moderado de .

De la correspondencia de Galois y del Teorema obtenemos que

Iy = Gal(K{/K[") ~ lim Gal(K4/K[") ~ lim g (1.5)

donde ged(d, £) = 1y el isomorfismo es dado por la compatibilidad de los mapas 4.

Teorema 1.14. Sea K cuerpo de nimeros y | ideal primo de Ok . Entonces

~ 1 ><
Iy ~ &Fq

conq=1L"yr € Zsg
Demostracion. Demostremos que
Wm p1g = lim F '

Para ello ahondemos més en sus construcciones. El grupo
_ k.
g = {gd tk=0,..,d— 1}

donde g4 tiene orden d. Si consideramos el orden parcial, d < d' < d | d' y los
mapas Qgq : par — pg dados por gg, — g{j tenemos un sistema inverso. Para el
otro, tomamos el orden parcial £™ < (" < m | n y los mapas @, : IFZ” — F;m
dados por = + Ng,, /r, () siendo Ng,, /r,, la norma relativa de una extension a
otra.

Dado ¢, tenemos que pm_1 ~ Fj, y dado d entero positivo, tenemos que
d | (")#?d — 1 por el Teorema de Euler. Tomando d' = (£)#¥ — 1, entonces

Har = F&n)tp(d) Y Hd S fdr- [

14
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1.2. Grupos de Ramificacién

Como antes, sea K un cuerpo de ntmeros, sea p un ideal primo de K arriba de
un primo racional p y consideremos K, la completaciéon de K como en la secciéon
Para hacer una definicién general de los grupos de ramificacién, es necesario
primero definir el caso de extensiones finitas:

Definicion 1.15. Sea L/K, extension Galois, separable y finita, G = Gal(L/K,),
vy, la valuacion normalizada de L y w € [—1,400). Definimos

Gy ={0 € Gal(L/K,) :vp(o(z) —x) >w+1 Vo € R}

En el lema 1, cap. 4, pag. 61 de [42], se prueba que si 7y, es el uniformizador,
entonces
Gy ={0 € Gal(L/K,) : vp(o(mp) — ) > w+ 1}

Teorema 1.16. Sea L/K, extension Galois, separable y finita, G = Gal(L/Ky) y
Gy los grupos definidos previamente. Entonces:

1. Siw < w' entonces Gy D Gy,
2. Gy = Gy, donde [w] es la funcion techcﬂ
3. G_1 = Gal(L/K,),

4. Go = I,/(I, N Gal(K,/L)). En otras palabras G es la inercia restricta a la
extension L/K,.

5. Go/Gy es isomorfo a un subgrupo de IF;3 siendo P el primo sobre p en Ry.

6. Gi/Gry1 para k entero positivo es isomorfo a un subgrupo de Foy siendo B
el primo sobre p en Ry

7. Gi = B,/(P, N Gal(Ky/L)). En otras palabras Gy es la inercia moderada
restricta a la extension L) K,,

8. Gy < G para todo w.

Demostracion. 1, 2 y 3 son féciles de chequear con la definicién. Para 4, de teoria
de niimeros algebraica, tenemos que el grupo de inercia en una extenién finita son
los 0 € Gal(L/K,) tales que o(x) =« (mdd *B) para todo & € Ry, que es equiva-
lente a que vi(o(z) —x) > 1.

4La funcién techo se define como [w] =min{k € Z : x < k}

15
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Para 5 hay que probar que el mapa Gy — IF,JX3 dado por

o(rr)
L

(méd P)
es un morfismo de grupos con niicleo G.

De forma andloga para 6, pero con el mapa Gy — Fyp dado por

o(mp) —m ,
O‘H% (méd B)
TL

viendo que su nucleo es Gy 1.

Para 7, basta ver que p t |Go/G1| por el punto 5, por lo que G es el p-subgrupo
maximal de Gal(L/K}) y es entonces la inercia salvaje restringida a L/K, por el
Teorema

Finalmente para 8, sean o € Gy, 7 € Gy x € Ry. Entonces v (tor 1 (z)—2) =
v(t(o(y) — y)) con y = 7-(z). Por el Teorema , v, es unica, por lo que
vi(t(o(y) —y)) =vi(o(y) —y) > w+ 1 porque 0 € Gy, O

Nuestro objetivo es cambiar L por Fp Sin embargo, como mencionabamos pos-
terior al Teorema , la valuacién de fp no es discreta, y por lo tanto no puede
normalizarse. La siguiente idea, seria utilizar limites inversos de grupos de ramifica-
cioén con extensiones finitas. Sin embargo para que esta idea funcione, necesitamos
que haya compatibilidad entre los grupos de ramificacién cuando consideramos
extensiones relativas. Esto no ocurre con esta numeraciéon de los grupos de rami-
ficacion salvo el algunos casos particulares (ver Corolario en pag. 64 y Remark
posterior en |42]). Necesitamos entonces hacer una reenumeracion:

Definicion 1.17. Sea L/K, extension separable finita y Gy, los grupos de rami-
ficacion de la definicion [1.15 Definimos la funcion de Herbrand como ¢ :
[—1,400) = [—1,400) tal que

w dt
o(w) = /0 et

con la convencion de que [Go : Gy] = [G_1: Go]™! cuando t € [—1,0].

Como el integrando es una funcién positiva constante a trozos, entonces ¢ es
un homeomorfismo creciente lineal a trozos.

Definicion 1.18. Sea L/K, extension separable finita y G = Gal(L/K,). Definimos
los grupos de ramificacion en extensiones finitas (reenumerados) como

G =Gy

16
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Desde el punto de vista notacional, escribiremos con supraindice los grupos de
ramificacion de la definicion [I.18]y con subindice los de la definicion [T.15]

Teorema 1.19. Sea L/K, extension separable finita, G = Gal(L/K,) y H < G.
Entonces (G/H)"* = G*/(H NG") para todo u € [—1,00)

Demostracion. Ver Proposicion 14, pag. 74 de [42]. O

Definicion 1.20. Sea K, el completado de K con respecto a p. Definimos los grupos
de ramificacion absolutos de K como

Iy = l'&lGal(L/Kp)“
para L/ K, extension finita Galots.

El Teorema [I.19] asegura que los grupos de ramificacion conforman un sistema
inverso con las extensiones relativas puesto que por Teorfa de Galois, si F//L/K,
es una torre de cuerpos Galois, entonces Gal(F/L) < Gal(L/K,) y

Gal(L/Ky)" = (Gal(F/Ky)/ Gal(F/L))" =
Gal(F/K,)"/(Gal(F/L) N Gal(F/K,)")

A partir de ahora, y en lo que queda del documento, cuando nos referimos a los
grupos de ramificacion, estaremos haciendo referencia a los de la definicion [1.20]
quedando los otros como un paso intermedio para la definicién de los que realmente
nos importan.

Teorema 1.21. Sea K el completado de de K con respecto a p e I los grupos de
ramificacion:

1. Siu <w entonces I} D I,
2. I;' = Gg,,

8 I =1y siue (-1,0],

4. By = Uu>OI;L’

5. N Iy = {id},

6. I < Gk, para todo u.

Demostracion. 1y 2 se obtienen de los puntos 1 y 3 del Teorema [I.16] y del he-
cho de que la funcién de Herbrand dada en la definicion [I.17)es biyectiva y creciente.

3 se obtiene de los puntos 2 y 4 del Teorema del hecho de que para la
funcién de Herbrand ¢(0) = 0 y de que I, es el limite inverso de los grupos de
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inercia de todas las extensiones Galois finitas de K.

4 se obtiene de los puntos 2 y 7 del Teorema del hecho de que para la
funcion de Herbrand ¢(0) = 0 y de que B, es el limite inverso de los grupos de
inercia moderado de todas las extensiones Galois finitas de K.

Para 5 basta ver que si o € [, I, entonces v (o(z) — x) > w + 1 para todo

w > -1,z € Ry y L/K, extension Galois finita. Luego o(z) — 2 = 0 para todo
r€ Kyyo=id

Finalmente 6 se obtiene de 8 del Teorema [I.16] O

1.3. Ideles y grupos de clase

Definicion 1.22. Sea K wun cuerpo de numeros. Definimos el grupo de idéles
como el grupo

Ig = {(ay) € HKVX :ay € R, salvo una cantidad ﬁnita}

14

donde v son todas las valuaciones de K (finitas o infinitas), y la operacion de grupo
es coordenada a coordenada.

El grupo I i sera un grupo topolégico con la topologia que tiene como base de
abiertos los elementos de la forma [[, U, donde U, es abierto en K0 y U, = R}
salvo finitos v. Encajaremos a K* en [ por la diagonal, es decir a — (a,a,..). La
factorizacion tnica en ideales fraccionales (ver Teorema 3.7 de [30]) asegura que
a € R} salvo una cantidad finita de valuaciones v. Por abuso de notacion, escribi-
remos también K* a la imagen de K* por el mapa diagonal. Se puede demostrar
(ver 4.2, pag. 166 de [31]) que K* es discreto en Ig.

El siguiente resultado sera utilizado en el Teorema y es el teorema que da
sentido a la teorfa de cuerpo de clases:

Teorema 1.23. (Ley de reciprocidad de Artin) Existe un homomorfismo ® g : I —
Gal(K®/K) tal que ®x(K*) = 1, donde K% es la extension abeliana mazimal,
construida como la union de la extensiones abelianas finitas de K.

Demostracion. Ver Teorema 5.3, cap. 5, pag. 174 de [31]. O

La teoria de cuerpo de clases, utiliza los idéles para entender las extensiones
abelianas de K. En particular, nos va a interesar encontrar las extensiones de K de
grado acotado que pueden ramificar en un conjunto finito de lugares S. La siguiente
definicién ayudara a simplificar la notacién:

18
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Definicion 1.24. Sea K un cuerpo de nimeros. Un modulus es una funcion N :
{lugares de K} — Z tal qudﬂ

= (1) es cero salvo en finitos lugares finitos,
» N(v) =001 siv es un lugar real,
» N(v) =0 si v es un lugar complejo.

Un modulus N divide a un modulus N si N(v) < N'(v) para todo lugar v. Un
lugar v divide a un modulus N, y lo denotaremos v | N, si N(v) > 0.

Esta definicion extiende la idea de ideales de Ok que dividen a ideales de O,
dando sentido a que lugares en infinito se dividan.

Definicion 1.25. Sea K cuerpo de numeros, 3 un modulus de K. Para cada lugar
v | M, definimos
R<o st v real

Wi = .
() {1 + 9)13‘(”) st v finito

siendo My, el ideal mazimal que definiamos previo a la definicion[I1], solo que aho-
ra agregamos un subindice v, para aclarar el ideal mazimal de qué valuacion es.

Definimos también

el subgrupo

Wo= [[ ESx]][wWatw)x [[ B

vin v | N viN
v infinito v finito

Ky = K* Ny

como la restriccion del encaje de K* a ly.

Llamaremos ray class group al cociente

Cn(K) = In/(KnWa).

La proposicion 4.6(a), pag. 168 de [31] junto con el Teorema 1.7, pag. 146
de [31], muestran que Cy es un grupo finito. Llamaremos hy = #Cyx. Méas ain,
tenemos una correspondencia entre los ray class group y los grupos de Galois de
extensiones finitas:

5Los lugares son clases de equivalencias de las valuaciones de K. Dos valuaciones son
equivalentes si inducen la misma topologia.
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Teorema 1.26. (Corolario de la ley de reciprocidad de Artin) Sea L/K una exten-
sion abeliana finita, S un conjunto finito de lugares que ramifican en L. Entonces,
eziste un modulus N que solo lo dividen lugares de S tal que el mapa

(k)

Demostracion. Ver |2]. O

es sobreyectivo.

El mapa ¥y, x es llamado el mapa de Artin.

Nos interesaran también dos ray class group particulares.

Definicion 1.27. Sea K cuerpo de nimeros. Definimos el grupo de clases como
C(K) = Cn con N(v) = 0 para todo v lugar de K. Denotaremos h(K) = #C(K)
y lo llamaremos el nimeros de clases. Definimos también el grupo de clases
narrow como CT(K) = Cy con N(v) = 0 para todo v lugar finito de K yN(v) =1
si v es real. Denotaremos h(K) = #CT(K) y lo llamaremos el nimeros de
clases narrow.

Es claro que C'(K) es un cociente de C*(K), asi que h(K) | ht(K). La ley de
reciprocidad de Artin (Teorema7 hara corresponder a C(K) con la extension
maximal abeliana no ramificada en ningin lugar de K y a C*(K) con la extension
maximal abeliana no ramificada en lugares finitos de K.

1.4. Teoria de Kummer

Para finalizar con el repaso, agregamos un teorema que usaremos en varios
capitulos de este documento. El teorema en cuestiéon es debido a Ernst Kummer,
que logra clasificar las extensiones ciclicas de un cuerpo que posee todas las raices
de las unidad.

Teorema 1.28. Sea n entero positivo, K cuerpo tal que char(K){n y K contiene
todas las raices n-ésimas de la unidad. Si L/K es una extension ciclica de grado
n (es decir, Gal(L/K) es ciclico de orden n), entonces L = K(b'/™) para algin
be K.

Demostracion. Ver lema 2, pag. 90 de [1]. O
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Capitulo 2

Representaciones de Galois

Las representaciones juegan un rol fundamental en este documento como fue
explicado en la introduccién, puesto que nos permiten conectar las curvas elipti-
cas y las formas modulares. En este capitulo definiremos y demostraremos todos
los resultados que vamos a necesitar en el capitulo [5] Como es habitual, dejamos
referencias para reforzar la lectura de las secciones de este capitulo:

Con respecto a representaciones sobre grupos, principalmente sobre grupos fini-
tos, recomendamos [41] como una muy buena introduccion al tema. En particular,
los capitulos 1y 2 de [41].

Dentro de todas las representaciones de Galois existentes, en este documento
nos vamos a centrar en las representaciones continuas en las cuales G = G con K
un cuerpo de nameros, k = F, con ¢ primo y dimE(V) = 2. Un lector que quiera
conocer més sobre otras representaciones de Galois, recomendamos un resumen en
la seccion 2.1 de [10] y la presentacion [37], que esta basada en [10], pero completa
algunas demostraciones.

Para el resto de las secciones, son minimos los resultados extra que precisare-
mos, por lo que se haran recomendaciones dentro de la seccién cuando sea necesario.

2.1. Representaciones sobre grupos

Definicion 2.1. Sea G un grupo, k un cuerpo y V un k-espacio vectorial finito.
Una representacion de G sobre V' es un morfismo

p:G— GL(V)

Definicion 2.2. Decimos que dos representaciones p1 , p2 : G — GL(V') son equi-
valentes y lo denotaremos p1 ~ pa, si existe T € GL(V') tal que

p1(g) = Tp2(g)T "

para todo g € G.



Representaciones de Galois

Esto dltimo nos permite trabajar sobre GL, (k) dado que dos representaciones
son equivalentes si hay una matriz de cambio de base entre ellas.

Definicion 2.3. Sea p : G — GL(V) una representacion. Sea W un subespacio
vectorial de V' estable bajo la accion de G por p. Podemos entonces considerar la
representacion p*V : G — GL(W). Diremos que p"¥ es una subrepresentacion de

p.

Es claro que V o {0} son subespacios invariantes para cualquier representa-
cion, por lo que estos no seran particularmente importantes. Veamos otra forma de
generar espacios invariantes:

Ejemplo 2.4. Si H <G es un subgrupo normal, entonces
VE ={veV:phv=v, YheH}

es un subespacio invariante de p. En efecto, que es subespacio es facilmente verifi-
cable, y para ver que es invariante, hay que ver que dado g € G yv € VH | entonces
p(g)v € VI es decir, que p(h)p(g)v = p(g)v para todo h € H. Dado h € H, como
H <G, existe h' € H tal que g~ hg = I, y entonces

p(h)p(g)v = p(hg)v = p(gh’)v = p(g)p(h')v = p(g)v

Definicion 2.5. Una representacion p : G — GL(V') se dice irreducible o simple
si V' no contiene subespacios propios estables por G.

Es decir, que sus tnicos subespacios invariantes son V' o {0}.

Definicion 2.6. Una representacion es semisimple si es suma directa de represen-
taciones simples. Una representacion es indescomponible si no es suma directa
de subrepresentaciones propias.

Destacamos el hecho de que si p es una representacion sobre un espacio vectorial
V' de dimensién 2, entonces que p sea semisimple pero no irreducible, implica que
p diagonaliza simultdneamente en alguna base.

Ejemplo 2.7. Sea A € Q% y p: Z — GL2(Q) dada por
A" pAnTt
o= )

Esta representacion no es semisimple y si indescomponible. No es simple puesto
que la primer columna de la matriz representa un subespacio tnvariante de dimen-
ston 1, y no es semisimple porque si lo fuera tendria que diagonalizar en alguna
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base para todo n, sin embargo p(1) es la forma de Jordan canénica.

Este ejemplo muestra que no toda representacion es semisimple. Dadas las op-
ctones para el caso de representaciones sobre espacios vectoriales de dimension 2,
una representacion es semistmple pero no irreducible si y solo si diagonaliza simul-
taneamente en alguna base para todos los elementos de G.

Definicion 2.8. Sea p: G — GL(V') una representacion y consideremos una filtra-
cion {0} =V, CV; C ... CV; =V donde cada V; son subrepresentaciones de p y
V;/Vi-1 es simple.

Definimos la semisimplificacion de V' como

!
Ve =P vi/via
j=1
Esto nos permite definir una representacion

p% 1 G — GL(V®)

El Lema 3.9 de [13]| asegura la existencia de tal filtracién y el Teorema 3.11
de [13] (Teorema de Jordan-Holder) asegura que la semisimplificacién no depende
de la filtracion elegida.

Ejemplo 2.9. Consideremos otra vez la representacion del ejemplo[2.7 y tomemos
la filtracion {0} C W C Q? siendo W el espacio vectorial de dimension 1 estable
por p mencionado en el ejemplo . La accion de p sobre Q? /W es simple porque es
un Q-espacio vectorial de dimension 1. Si llamamos B = {w, v} a la base de Jordan
con W = (w), entonces {v+ U} es base de Q*/W y por lo tanto {w,v+ W} es
base de V5. Ademds, p(n)(v+ W) = X'v + W lo que implica que

n
() = A0
Como se observa, la semisimplificacion es un proceso que transforma una re-

presentacion cualquiera en una representacion semisimple.

Definicion 2.10. Llamaremos caracteres a las representaciones de dimension 1.

Al ser de dimension 1 podemos considerar que su imagen es directamente GLq (k) =~
k*.

Nos encargaremos de un caracter en particular en la seccion 2.3 que sera muy
importante en los capitulos posteriores.

Ejemplo 2.11. Si p : G — GL(V) es una representacion, entonces detp es un
cardcter.
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Representaciones de Galois

2.2. Representaciones de Galois

Sea K un cuerpo de nimeros y consideremos ahora que G = Gg. Vamos
a trabajar con representaciones continuas, por lo que es necesario construir una
topologia sobre G .

La topologia en Gk, la haremos dando una base de entornos abiertos para
el automorfismo identidad de K. Los abiertos de la base de entornos, seran los
conjuntos G, con L/K una extension Galois y finita. Llamaremos a esta topologia
la topologia de Krull. Para interiorizar sobre la topologia de Krull y conocer
algunas propiedades interesantes, recomendamos ver la seccion 5.4 de [50].

Definicion 2.12. Una representacion de Galois es una representacion de Gy
sobre un espacio vectorial V', continua con respecto a la topologia de Krull en G .

Como mencionabamos al comienzo del capitulo [2, en este documento nos va-
mos a centrar en las representaciones de Galois continuas en las cuales G = G
con K un cuerpo de nimeros, k = Fy con £ primo y dimg, (V) = 2. Para GL(V),
tomaremos la topologia discreta. Diremos en este caso, que la representacién tiene
dimensiéon 2, porque es la dimensiéon del espacio vectorial donde la representaciéon
actia.

Veamos como la continuidad nos permite reducir la informacion necesaria a la
hora de determinar una representaciéon de Galois. Para ello, empezaremos por el
siguiente resultado:

Teorema 2.13. (Cebotarev) Sea L/K una extension Galois finita y o € Gal(L/K).
Denotemos P,k (o) el conjunto de los ideales primos p de K no ramificados en
L/K, que tienen un primo B | p para el cual

L/K
o— </ ) |
B
En otras palabras, PL/K(O') es el conjunto de los primos p, para el cual o es un
elemento de la clase de conjugacion del automorfismo de Frobenius en .

Entonces,
#lo]

d(Pp/k(0)) = #Gal(L/K)

donde [o] es la clase de conjugacion de o en Gal(L/K) y d es la densidad de
Dirichlet (ver definicion 13.1, pdg 542 de [33]).

Demostracion. Ver Teorema 13.4, pag. 545 de [33]. O
En particular, la densidad de Dirichlet es positiva para cualquier o, lo que im-

plica que hay infinitos primos p para los cuales ¢ es un levantado del automorfismo
de Frobenius en p. Esto es lo que realmente utilizaremos para el siguiente resultado:
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2.2. Representaciones de Galois

Teorema 2.14. Sea S un conjunto finito de primos de K y sea D = Upgg[Froby]
donde [.] representa la clase de conjugacion de Froby. Entonces D es denso en G
con la topologia de Krull.

Demostracion. Para probar que es denso, hay que demostrar que para cada o € Gg
y para cada entorno de o, existe un elemento de Frobenius. En efecto, los entornos
de o en la topologia de Krull son de la forma oGy, con L/K extension Galois finita.
Notar que 7 € oG, siy solo si 7 |p= o |r. Por lo tanto, basta con restringir o a
L y ver el grupo de Galois Gal(L/K). Por el Teorema existe un levantado de
Frobenius para un ideal primo fuera de S, que coincide con o |r. Esto prueba que
D es denso. O

Teorema 2.15. Sea S un conjunto finito de ideales primos de K y sean p y p' dos
representaciones de Galois.

1. Si p(Froby) = p'(Froby) para todos los Frobenius de todos los p ideales primos
fuera de S, entonces p=p'.

2. Sip,p' son dos representaciones semisimples de dimension 2 tales que tr p(Froby) =
tr p'(Froby) y det p(Froby) = det p'(Froby) para todo p ideal primo fuera de
S, entonces p ~ p'.

Demostracion. 1. Como coinciden en D que es denso por el Teorema ypyp
son continuas, entonces son iguales.

2. La continuidad de p y p/ permiten restringirse a la imagen de los mapas
Frobenius por la parte anterior. El hecho de que solo alcance con mirar la traza
y el determinante de las representaciones es un Teorema de Brauer-Nesbitt (ver
Teorema 30.16, pag. 215 de [9]). O

Definicion 2.16. Sea p : G — GLa(V') una representacion de Galois. Decimos que
una representacion factoriza por una extension finita si existe una extension
L/K finita tal que Gal(K /L) C ker(p).

Teorema 2.17. Sea p una representacion de Galois de dimension 2, entonces p fac-
toriza por una extension finita y su imagen estd contenida en GLo(Fyr) para algin
r > 0. Mas ain, si la representacion es de dimension 1 (un cardcter), entonces
factoriza por una extension finita y abeliana.

Demostracion. Como la topologia en GL(V') es discreta, {id} es abierto y por tan-
to, como p es continua, ker p es abierto, y entonces existe L/ K una extension Galois
y finita tal que G, C ker p. Por lo tanto p factoriza por Gx /G = Gal(L/K) que
es un grupo finito. Finalmente, Im p es un subgrupo finito de GL(V) ~ GLa(F,),
lo que implica que esta contenido en GLg(F,r) para algiun r > 0.
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Para la segunda parte, tenemos que su imagen es finita y abeliana. Finita,
aplicando el mismo argumento que en el parrafo anterior y abeliana porque estéa
contenida en k*. De esta forma, si llamamos y al caracter y L = (K)*"X) entonces
Gal(L/K) ~ Im(x) y por ende la extension L/K es abeliana. O

Estudiemos ahora la ramificaciéon de las representaciones de Galois. Considere-
mos primero el diagrama [2.1

2

/

K G,

/

K

Gk

=

Figura 2.1: Diagrama de la completacién topolégica y algebraica de K.

En el diagrama[2.1] tomamos primero la completacion de K con respecto al pri-
mo p y luego elegimos una clausura algebraica. Consideremos el mapa res : G, —
Gk dado por o — o |5 Este mapa esta bien definido puesto que K C K, N K y

nos permite pasar la representacion p a una representaciéon p, = pores : G K, —
GLy(F)).

Definicion 2.18. Sea p una representacion de Galois y p un primo finito de K que
no divide a £. Decimos que una representacion es no ramificada en p si el grupo
de inercia Iy actia trivial para la representacion py.

Definicion 2.19. Sea p una representacion de Galois. Dado p primo finito de K
que no divide a £, consideremos Iy los grupos de ramificacion como en la seccion
[1.3 Definimos el conductor local de una representacion como

n(p,p) = /1 codim p’¥ du

donde codim p’ = dim V' — dim pﬁg =2 —dimph (en el caso de dimV = 2).

Teorema 2.20. Sea p una representacion de Galois y p primo finito de K. Entonces
1. n(p,p) es un entero positivo
2. n(p,p) =0 si y solo si p es no ramificado en p.

3. El conjunto {p{ £ :n(p,p) # 0} es finito.
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Demostracion. 1. Veamos primero que n(p, p) es finito. En efecto, por el Teorema
basta con mirar la accién de la inercia I dentro de Gal(L/K), siendo L el
cuerpo por el cual p factoriza. Por el Teorema Nuly = {id} asi que como
Gal(L/K) es finito, existe ug > —1 tal que I’ dentro de Gal(L/K) es el subgrupo
trivial para todo u > ug. De esta forma n(p,p) = fi“l) codim p’* du y por lo tanto
es finito. Una prueba de que es entero se puede encontrar en el Teorema 1, pigina
99 de [42].

2. Dado que codim p’ > 0 como funcion de u, entonces n(p,p) = 0 si y solo si
codim p’» = 0 como funcién de u. Esto implica que codim p’» = 0 y por tanto I,
actua trivial. Reciprocamente, como los grupos de ramificaciéon forman una filtra-
ciéon (ver Teoremam parte 1), si [, actiia trivial, entonces Iy' actiia trivialmente
para todo © > —1, y por lo tanto codim p* = 0 como funcién de wu.

3. Dado que L/K es una extension finita, s6lo una cantidad finita de primos
ramifica, y entonces sélo una cantidad finita cumple que n(p, p) # 0 por la parte
2. O

Definicion 2.21. Sea p una representacion de Galois. Definimos el conductor
global de p como el nimero
N, = H p"(P:P)

pte

con p primo finito.

Por el Teorema sabemos que N, es un ideal de Ok.

Si bien los primos que dividen a ¢ no se tienen en cuenta en el conductor,
es importante tener algunos resultados en relacién a la accién de sus grupos de
ramificaciéon por la representaciéon de Galois:

Teorema 2.22. Si p es una representacion de Galois y || £, entonces VU # {0}

Demostracion. Como p tiene imagen finita (por el Teorema [2.17)) y por el primer
teorema de isomorfismo que dice que p(P) =~ P/(ker(p) N P), tenemos que p(F)
es un {-grupo finito por el Teorema[1.9]

Sea v € V un vector no nulo y sea W el subgrupo generado por la érbita
de v orby, (v) = {p(g)v € V : g € A}. Como p factoriza por un cociente finito
W es un subgrupo de Fyr y por lo tanto es finito. Més aun, del hecho de que

orb|,, (U)‘ = [I; : Stab(v)] tenemos que |W| es una potencia de /.
Es claro que WP = {w € W : p(g)v = v,Yg € P} C W NV es un subgrupo

v es la unién de todas las érbitas de la acciéon de p que solo tienen un elemento. Por
lo tanto, W'\ WP es la union de las orbitas de mas de un elemento por la acciéon
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de p. Supongamos que W es trivial y sea vg generador de una de las érbitas de
W\ W Del hecho de que |orb,(vg)| = [P : Stab(vp)] tenemos que |orb,(vg)| = £
con « > 0 y esto para todo vg. Por lo tanto, ¢ | |W \ WPZ| lo que implica que
[W|=|[WF| (méd ¢) y como |W| es una potencia de ¢, entonces ¢ | |[W'|. Luego
como W es un subespacio, es no vacio y por ende |WP '} > 4. O

Teorema 2.23. Si p es una representacion de Galois semisimple y | un primo en
K que divide a ¢, entonces p(P;) = {1}

Demostracion. Basta probarlo con p simple. Del Teorema tenemos que V7 es
no trivial. Como p es simple, si tiene un vector invariante, entonces todos los vec-
tores tienen que ser invariantes (de lo contrario se podria factorizar en la direccion
del vector invariante). Esto lleva a que V/* = V' y por lo tanto p(P) = {1}. O

2.3. El caracter ciclotémico

Definicion 2.24. Dada € una raiz (-ésima primitiva de la unidad en K, definimos
el cardcter ciclotémico x,: Gx — IFZ tal que

o(¢) = v

Esto tiene sentido porque los automorfismos de Galois mandan las raices del
polinomio ciclotémico en si mismas, y estas raices forman un grupo abeliano ciclico
de orden ¢ con & como generador.

Teorema 2.25. Sea K cuerpo de numeros, £ primo racional y p primo en K.

1. FEl cardcter ciclotémico no depende de la raiz primitiva elegida,
2. Es continuo con respecto a la topologia de Krull,

3. Siptl, entonces xo(Ip) = {1} y xe(Froby) = #k siendo k = Ok /p.

Demostracion. 1. Si € es otra raiz primitiva, entonces existe r entero coprimo con
¢ tal que ¢’ = ¢, Llamemos x al caracter que cumple que o(¢') = £%(9) Entonces

) = o(¢) =€) = a(€) = (€17) = (€)= ¢l

lo que demuestra que son el mismo carécter.

2. Como xy es un morfismo de grupos entre grupos topologicos cuya imagen
esta en F), para chequear la continuidad basta con ver que Xe_l({l}) es abierto,

dado que la topologia en EX es la topologia discreta. No es dificil convencerse que
x; '({1}) = Gal(K/K(€)) que es abierto porque K (€)/K es una extension Galois
finita.
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3. Completemos K con respecto a la valuaciéon natural de p y consideremos
la extension K,(&), que es el cuerpo de descomposicion del polinomio zf —1 en
K. Denominemos ¢ al polinomio irreducible de £ en Q, con p | p. Entonces
A(Kp(€)/Ky) | A(¢) (no necesariamente es igual porque ¢ puede no ser irredu-
cible en Kp). Como p { ¢, todas las raices /-ésimas de la unidad son diferentes
modulo p puesto que el polinomio ¢ es coprimo a su derivada médulo p. De esta
forma, como

A(g) =] -¢)
i#]
con 0 < 4,7 </, entonces p t A(¢) y por lo tanto, p t A(K,(§)/Ky), lo que implica
que la extension Ky(§)/Kj es no ramificada en p. En conclusion, K,(§) € Ky y
por ende si o € I, o fija todas las raices de la unidad.

Para la segunda parte de 2, escribamos ¢ = |k|. Sea s una preimagen del mapa
de Frobenius. Por ser un automorfismo de K, s(£) es otra raiz (-ésima de la unidad.
Dado que s es una preimagen del mapa de Frobenius,

s(€) =€ méd p

Como s(§) es una raiz ¢-ésima de la unidad y son todas distintas modulo p,
necesariamente s(§) = £ lo que da el resultado. O

2.4. Caracteres sobre Gg

En el capitulo |5 estudiaremos caracteres sobre Gg, por lo que demostraremos
en esta seccién un resultado que utilizaremos repetidas veces.

Teorema 2.26. Sea x : Gg — ]1'?7X un cardcter continuo con £ primo racional.
Entonces, x factoriza por Gal(Q(&n, )/Q), siendo Ny el conductor del cardcter.

Demostracion. Usando el Teorema tenemos que Yy factoriza por una ex-
tension abeliana L/Q. Aplicando el Teorema de Kronecker-Weber que enuncia
que toda extension abeliana esta contenida en una extension ciclotomica (ver el
Teorema 1.10, pagina 324 de [33] para una demostracion), se puede considerar
Y : Gal(Q(&,)/Q) — F,™ con &, una raiz n-ésima de la unidad, siendo n un entero
positivo. Mas atin podemos asumir que Ny | n.

Sea p un primo distinto de ¢ tal que p | n. Denotemos ¢t = vp(Ny), 7 = vp(n)
y escribamos n = p"ngy con ged(p,ng) = 1. Observar que r > ¢t > 0. Como esta-
mos considerando un caricter, y en virtud de la propiedad 1 de [I[,21] existe un
ug € [—1,4+00) para el cual codim plr =1siu<wugycodimp’? =0siu>ug, por
lo que, utilizando la férmula de la definicion tenemos que t = n(p, p) = ug+ 1.

Consideremos el diagrama de extensiones de Usando el Teorema (Ley
de reciprocidad de Artin) para la extension ciclotomica, obtenemos que Gal(Q(&,)/Q(ptn,)) =
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Q(&n)

Q(gptno)

Q(&no)

Q

Figura 2.2: Diagrama de extensiones que explica que se puede elegir n 6ptimo para los carac-
teres de Gg.

I;fO‘H = I;, y COmo I}t, C ker(x) entonces se puede cocientar por I]t, y ahora y queda

definida en Gal(Q(&,)/Q) /It ~ Gal(Q(&pty,)/Q). De forma anéloga se procede con
todos los primos p que dividen a n.

Esto nos deja con n = ¢*N,, donde por definicién del conductor (ver definicion

2.21)), ged(¢, Ny) = 1. Supongamos que s > 1 y consideremos el diagrama

Q&)
7./t

z/e2)* < Q& N, )
(Z/ez)"

Q(n,)

Q

Figura 2.3: Diagrama de extensiones que explica que se puede tomar n = N, .

La extension Q(&,)/Q(én,) tiene orden ¢(¢5) = ¢571(¢ — 1). El {-Sylow es
por tanto un subgrupo de orden ¢ que por el Teorema [1.9] es P, dentro de esa
extension. El cociente es por lo tanto (Z/¢Z)* que se corresponde a la extension
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Q(&e,én,)/Q(En,, ). Como los 6rdenes de los elementos de F,* son coprimos a /,
entonces x(Gal(Q(&,)/Q(&r, €N, ))) = {1} v por ende actia trivial. Esto permite
factorizar el cardcter por Q(&¢, &N, ) = Q(&en,,)- O

2.5.  Caracteres de I,

Al igual que en la seccion anterior, dejamos en esta seccién algunos resultados
y definiciones que utilizaremos en el capitulo [5

Definimos

(Q/z) = {a €Q/Z:a= % L ged(d, ) = 1}.

Es decir, los elementos de Q/Z cuyo orden aditivo es coprimo con /.

Teorema 2.27. Denotemos Hom(I[’t,EX)o al conjunto de los caracteres continuos
=X
de Iyy a Iy~ . Entonces

Hom(Ty;, F,)o ~ (Q/Z)'.

Demostracion. Por el Teorema tenemos que
Hom(Iys, By )¢ = Hom(lim g, ¢ )
El paso clave aqui, es demostrar que
Hom(@wd,mx)c ~ ﬁgHom(Md,EX)-

Para ello debemos ahondar més en la construccion de los limites directo e inver-
so involucrados. Primero, tenemos que lim p14 estd dado por la propiedad universal:
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fd/
Qgq

Har

donde si d | d’ el mapa agg manda gg +— gff/d~

Por otro lado tenemos

lim Hom (p1g, Fy ) ====nmmmmmmmmmmmmmm oo >y X

Figura 2.4: Diagrama del limite directo de Hom(jq, Fy ).

donde si d | d’ el mapa B4y manda x — xagqr-

En el diagrama tomemos X = Hom(@l ud,Ex)c. Para construir f, basta
con definir los mapas f; de forma que sean compatibles. Tomemos f; que mapee
X — xg. Es compatible puesto que si d | d', entonces fgB4a(X) = XQqgoa =

Ja(x)-

Necesitamos ahora una inversa para f. Sea T un caracter de Hom([;yt,l["igx)c.
Como 7 es continuo, por el Teorema existe 7 > 0 tal que Im(r) C F;.
Sea d tal que ker(ag) C ker(7). Tales d existen porque los ker(ag) son una base
de entornos decreciente con interseccion trivial por el Teorema y ker(7) es
abierto. Definimos 74 : ptg — Fy " como 74(gq) = (e (g4)). El mapa no depende
de la preimagen elegida porque ker(ay) C ker(7). Para ver que los (74)4 definen un
elemento en h’in Hom(ud,EX), hay que ver que B44/(74) = 74 para todo d | d'. En

efecto

(Baar (12))(9a) = Tactaa (ga) = (g agar (9a)) = T(ay (9a)) = Ta (gar)-

Definimos g como el mapa construido anteriormente, y debemos ver ahora que
f v g son inversas una de otra. En efecto,

(Xd)d L (xaa)a —= (xacacy )a = (xa),
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2.5. Caracteres de I,

7% (Ta)d L, (Taqd)d = T

Una vez tenemos que Hom(@ ud,EX)C ~ liAlHom(ud,EX), tenemos que si

ga es el generador de g, entonces los morfismos son de la forma gg — 55 con
k=0,.,d=1y{& :k=0,..,d—1} =~ (1/d)Z/Z. Por lo tanto

Hom(Iy;,F, ™) ~ lim(1/d)Z/Z,

Ahora la unién de los (1/d)Z/7Z con d coprimo a ¢ es un sistema directo que

da como resultado (Q/Z)’ O

Debido al morfismo del Teorema tenemos unos elementos especiales que
son, del lado de (Q/Z)’, los elementos de la forma 1/(¢™ — 1) con n > 1.

Definicion 2.28. Llamaremos caracteres fundamentales de nivel n al cardcter
Ogn_1 obtenido como la preimagen de 1/({™ —1) por el mapa del teorema, y a todas
sus potencias Hff_l conk=0,...,n—1.

k ., . P
Los an_l son también los encajes de Fyn dentro de Fy por lo que su producto
es un caracter con imagen en Fy, y como ese espacio de caracteres es generado por
el caracter ciclotémico, tenemos que

n—1 .
1001 =x (2.1)
k=0

Definicion 2.29. Sea p : Iy — GL(V') una representacion de Galois. Aprovechando
el isomorfismo del Teorema[I.1]), decimos que la representacion p tiene nivel n si
p factoriza por Fp, y no por ¥y, conm |nym <n.

Teorema 2.30. Sea x : Iy — EX un cardcter de nivel n. Entonces Im(y) C IFZX,L

Demostracion. Si x tiene nivel n es porque la propiedad universal del cociente,
permite ver a x : Fj, — FZX. Ahora, dado cualquier o € I, lo identificamos con
un elemento de F;,, entonces x(0)*"~* = 1 lo que implica que x(o) € F};, O
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Capitulo 3

Curvas elipticas

En este capitulo nos preocuparemos de definir y enunciar los teoremas que
utilizaremos en los capitulos [5| y @ Recomendamos [46] para un profundo estudio
de curvas elipticas. Dentro de los conocimientos del lector, puede seleccionar dentro
de ese libro en que profundizar. En este capitulo, haremos muchas referencias a
resultados de [46].

3.1. Curvas elipticas

Definicion 3.1. Una curva eliptica es un par (E,O), donde E es una curva no
singular de género 1 y O € E. Decimos que E estd definida sobre un cuerpo K y
lo denotamos E/K, si es definida sobre K como curva algebraica y O € E(K).

Teorema 3.2. Sea E/K una curva eliptica, entonces
» Existen funciones x,y € K(E) tales que el mapa
P:E P :d=[r:y:1]

da un isomorfismo de E/K a una curva suave de la forma

C:Y?+ a1 XY + a3y = X3+ aoX? + ay X + ag (3.1)

con ay,...,ag € K, y tal que ®(O) = [0 : 1 : 0]. Reciprocamente, toda curva
suave de la forma como C, es una curva eliptica definida sobre K con O =
[0,1,0]

s Dos curvas elipticas son isomorfas como curvas algebraicas si existe u € K™,
r,s,t € K tales que

X =u?X' +r; Y =u3Y + su’X' +t

Demostracion. Ver Prop 3.1, cap. 3 de [46]. O
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A partir de ahora, para nosotros una curva eliptica serd un objeto algebraico
proyectivo que es dado por una ecuacion de la forma de (3.1]).

Teorema 3.3. (Bézout) Sean C' y D curvas algebraicas proyectivas de grados m
y n respectivamente definidas sobre K que no tienen componentes irreducibles en
comun. Entonces C'N D tiene mn puntos contados con multiplicidad

Demostracion. Ver Corolario 7.8, cap. 1 de [16]. O
Teorema 3.4. Sea E/K una curva eliptica, entonces E(K) es un grupo abeliano.

Demostracion. Por el Teorema basta con considerar E en P?(K). Sean P, Q €
E(K) diferentes y consideremos L la recta en P?(K) que pasa por ellos. Como E y
L son curvas, son irreducibles, asi que por el Teorema |3.3] E N L tiene tres puntos
contados con multiplicidad. Llamemos P * () a este punto y apliquemos el proce-
dimiento de vuelta pero ahora construyendo L’ una recta proyectiva que pasa por
PxQ y O (si son diferentes). De vuelta por el Teorema[3.3] tenemos un tercer punto
al que definiremos como P+@Q. Si P = @ o Px() = 0, consideramos la curva tangen-
te a E, lo cual esta bien definida porque E es suave. Definimos P+Q = (PxQ)xO.

Veamos algunas propiedades de esta operacion. Sean P, (@, R tres puntos cua-
lesquiera:

s P+ O = P para todo P: Si P x O es el tercer punto de F que pasa por la
recta formada por Py O, el resultado de P + O, es el otro punto que estéa
en la recta que pasa por los puntos P x O y O, pero esta recta es la misma
que la anterior, asi que P + O = P.

s P+ Q=Q+ P: Larecta que forman P y ) es la misma que forman Q y P.

» Todo punto P tiene opuesto: Veamos que P * O = —P. En efecto, P + (P x*
O) = (Px(Px0))*0 = O*0. Para ver que eso es O, veamos que O es punto
triple. En efecto, si homogeneizamos la ecuacion y ponemos Z = 0 nos
queda 0 = X3, lo que muestra que O es un punto triple y por tanto OxO = O.

» (P+Q)+ R=P+(Q+ R): Ver proposicion 3.4, cap. 3 de [46].

» E(K) es un subgrupo de E: Si P,Q € E(K), entonces la recta L que pasa
por ellos esta definida en K, y como también lo esta E, entonces PxQ € E(K)
puesto que un polinomio de grado n definido sobre K, con n—1 raices K, tiene
todas sus raices en K (por ejemplo porque el coeficiente de 2! es la suma de
las raices y puedo despejar). Luego aplica lo mismo con (P+Q)+*O = P+ Q.

O
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3.1. Curvas elipticas

2
2
Q Q

P+Q

-3

Figura 3.1: Ley de grupo en una curva eliptica

La figura[3.I]ilustra geométricamente la obtencion del punto P+ @ en dos casos
tipicos de curvas elipticas E/R.

Teorema 3.5. Si char(K) # 2,3 y E/K es una curva eliptica, entonces E es
isomorfa a una curva eliptica de la forma

y? =23+ ax+b (3.2)

con a,be K

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede encontrar al comienzo
de la seccion 1. cap 3 de [46]. O

Una curva eliptica en la forma de la ecuacion (3.2)), la llamaremos forma nor-
mal de Weierstrass.

Definicion 3.6. Sea E/K una curva eliptica en su forma normal de Weierstrass,
llamaremos discriminante de E y lo denotaremos A(FE), al nimero

A(E) = —16(4a® + 27b%). (3.3)

El discriminante cumple la propiedad de que es cero si y solo si la curva es
singular. La definicién general para una curva eliptica en la forma de la ecuacién
se puede encontrar al comienzo de la seccion 1, cap. 3, pagina 42 de [46]. La
demostracion de que es cero si y solo si la curva es singular, se puede encontrar en
la Proposicion 1.4(a), cap. 3 de |46]. En este documento solo la utilizaremos en el
caso de una curva eliptica en su formal normal de Weierstrass.
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Curvas elipticas

3.2. Torsién y representaciéon de curvas elipticas

El Teorema mostré que E(K) es un grupo abeliano, por lo tanto, la mul-
tiplicacion por enteros actia en los puntos de la curva eliptica. Denotaremos [n] a
este endomorfismo. Definimos ademas:

E(K)[n] ={P € E(K) : [n]P = O}
Eln)={P € E(K): [n]P =0}
K(x(E[n])) = K{x(P) : P € E[nl})
K(E[n]) = K{z(P),y(P) : P € Elnl})

Los dos primeros son subgrupos y de hecho, E(K)[n| = E[n] N E(K). Los dos
ultimos son cuerpos y de hecho, K C K (z(E[n])) C K((F[n]). Llamaremos puntos
de n-torsion a los puntos de E[n].

Teorema 3.7. Sea E/K una curva eliptica y sea n € Z no nulo. Entonces:

1. Sichar(K) { n entonces

2. Si ¢ = char(K) entonces

a) E[t¢] = {0} para todo e =1,2,... ¢
b) E[t¢] = % para todo e = 1,2, ...

En el caso 2.(a) decimos que la curva es supersingular y en el caso 2.(b) que
es ordinaria.

Demostracion. Ver Corolario 6.4 pagina 86 de [46]. O

Ejemplo 3.8. Sea E/K una curva eliptica con char(K) # 2,3. Por el Teorema
podemos considerar en E la forma normal de Weierstrass y?> = f(x) con f de grado
3. Estudiemos los puntos de 2-torsion. Un punto P = [x(P),y(P), 1] € E[2] si solo
st y(P) = 0 (ver Teorema 2.1, cdp. 2 de [47]), es decir, si x(P) es raiz de f. En
este caso entonces, K(FE[2]) = K(x(FE[2])) que es el cuerpo de descomposicion de
f, y Gal(K(E[2])/K) es un subgrupo de Ss.
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Ejemplo 3.9. Como en el ejemplo sea F/K una curva eliptica con char(K) #
2,3 y E en su forma normal de Weierstrass. Estudiemos ahora los puntos de 3-
torsion. Un punto P = [z(P),y(P),1] € E[3] si solo si x(P) satisface 13 un
polinomio de grado 4 (ver Teorema 2.1, cip 2 de [47]). Por lo tanto K(z(E[3]))
es el cuerpo de descomposicion de 3 y Gal(K (z(E[3]))/K) es un subgrupo de Sy.
Como y? = f(x), entonces [K(E[3]) : K(z(E[3]))] < 2, asi que Gal(K(E[3])/K)
es grupo de a lo sumo orden 48. Mds ain, como veremos en el Teorema [3.11]

Gal(K(F[3])/K) es un subgrupo de GLy(Fs3).

Veamos que K(J/A(E)) C K(x(E[3])). Simples cdlculos demuestran que en la
forma normal de Weierstrass, A(E) = 2* A(f) y que A(w3) = =32 (A(E))?. Sea
g la resolvente cdbicﬂ de 13, entonces A(g) = A(s). Consideremos el diagramas
de extensiones de la figura[5.3.

K (1)3)
<4
K(g)
<3 g
K(v/A(g)) K(0)
K

Figura 3.2: Diagrama para K (z(E[3]))

En el diagrama anterior 6 corresponde a una raiz de g. Tenemos que v/ A(g) =
VA®W3) = 3vV=3 A(E), por lo que K(\/A(g)) = K(vV/=3) = K(&3). El Teo-
rema implica que K(g) = K(&3,a%) con o € K*/(K*)3. Esto implica
que podemos tomar 0 = a'/3, y que entonces g(x) = H?:O(Qf — &40). Entonces
Alg) = [1,4;(&0 — &0) = 0°T1,.;(& — &) = °A@@® — 1) = -3%0° = —3%a>.
Usando el hecho de que A(g) = A(y3) = —33 (A(E))?, obtenemos entonces que
A(E) = +a, y por lo tanto, K(0) = K(/A(E)).

Del Teorema vemos que si m = ¢ primo con char(K) # ¢, entonces E[{]
es un Fy-espacio vectorial de dimensién 2, lo cual nos permite entrar a teoria de

representaciones de Galois de la siguiente manera:

Definicion 3.10. Sea E/K una curva eliptica y ¢ un primo tal que ¢ # char(K).

6Ver al comienzo de la pag. 52 de |19] para una definicién de la resolvente ciibica.
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Definimos
PEL : Gg — GL(E[E])
o~ (P~ P%)
donde P? es la accion del automorfismo sobre las coordenadas de P.

Como [f] es un morfismo de curvas algebraicas con coeficientes en K, [(]o = o[/
para todo 0 € G, lo que demuestra que la accion pg, esta bien definida, en el
sentido de que P € E[l] si P € E[/].

En general utilizaremos la notacién matricial, cambiando GL(E[¢]) por GLa(F,).

Veamos algunas propiedades de pg .

Teorema 3.11. Sea E/K una curva eliptica con char(K) =0 y £ un primo, enton-
ces ker(ppy) = Gal(K/K(E[(])). En particular Gal(K (E[(])/K) es un subgrupo
de GLQ(]F[).

Demostracion. o € ker(pgy) siy solo si P = P para todo P € E[{], y estosiy
solo si o fija K(E[(]).

Para la tdltima parte basta utilizar el primer teorema de isomorfismo en pg ¢.
En efecto,

Gi/ker(pp,e) = Gal(K(E[(])/K) ~Tm(pg,) < GLa(Fy)

donde usamos que K (E[f])/K es una extension Galois porque su grupo de Galois
es precisamente el nicleo de pg 4. ]

Teorema 3.12. Sea E /K una curva eliptica y ¢ un primo, entonces det(pgr) = xo-

Recordamos que xy es el cardcter ciclotomico definido en la seccion 2.5,

Demostracion. Para demostrar esto tendremos que usar algunos resultados del Weil
Pairing que detallaremos a continuacion.

El Weil Pairing es un mapa ey : E[N] x E[N] — ux que cumple:
1. Es un mapa bilineal

2. Si {P,Q} es base de E[N] entonces en (P, Q) es una raiz primitiva N-ésima
de la unidad.

3. Siy € Moxo(Z/NZ) y
(2)-(2)

en(P', Q") = en(P, Q)3

entonces
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4. Si o € Gal(K/K) entonces
U(GN(P’ Q)) = GN(PU, QU)

La definicion de este mapa se puede encontrar en la seccion 7.4 de [12] y la
demostracion de las propiedades en la proposicion 7.4.1 en la misma seccion de [12].

Con todo esto, sea {P, @} una base de E[{] y sea 0 € Gi. Sea & = ey(P,Q)
una raiz primitiva de la unidad. Ahora

(&) = o(ee(P,Q)) = ee(P?,Q%)

por propiedad 4 y por otro lado

(gi) = pr.(0) <g>

ng(U o (&) = e P, Q)det om0 é-det(PE ¢(0))

lo que implica que

por propiedad 3. O

Ejemplo 3.13. Sea E/K una curva eliptica en su forma normal de Weierstrass
con char(K) = 0. Estudiemos las posibilidades para pg2. En su forma normal
de Weierstrass, E : y*> = f(x) con f un polinomio de grado 3. Para empezar, el
Teorema muestra que pg 2 factoriza por Gal(K(E[2])/K) = Gal(K(f)/K).
El ejemplo|3.§ muestra que Gal(K (E[2])/K) es un subgrupo de Ss. Por el Teorema
sabemos que E|2] es isomorfo a /27X 7|27 como grupo abeliano, asi que E[2]
tiene tres puntos de orden 2 a los que llamaremos Py, Py y Py. Tomemos { Py, P2}
como base del modulo. Discutimos segin tres casos:

1. Dos puntos tienen coordenadas en K: entonces los tres puntos tienen coor-
denadas en K dado que los xz(P;) son raices de f y por lo tanto la accion del
grupo de Galois es trivial sobre los puntos, es decir

pe2(o) = ((1] (1)>

para todo o € G

2. Solo un punto tiene coordenadas en K : pongamos que Py = (x1,0) tiene coor-
denadas en K, entonces f(x) = (x — x1)g(x) con g de grado 2 irreducible.
Entonces Gal(K(f)/K) ={id,o} y o(P2) = P3s = Py + P» y por lo tanto

PE,2(U) = ((1) D .
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3. Ningun punto tiene coordenadas en K : en este caso f es irreducible y Gal(K (f)/K) =
S3 6 As. Serd As si A(f) es un cuadrado o Ss si no.

Si es Ss, el grupo de Galois tiene dos generadores, o = (32 3) de orden 2 y

_ (12 7 .
T=1(33 3) de orden 3, que permuta los puntos como indican, asi que

pea) = (1 3)s eeat= (] 1)

Si es As, T genera el grupo de Galois, y

pE2(T) = <(1) 1) :

Para terminar esta seccién haremos referencia a un resultado de Barry Mazur
demostrado en 1978, que clasifica todas las torsiones posibles de curvas elipticas
sobre Q:

Teorema 3.14. (Clasificacion de Mazur) Sea E/Q una curva eliptica. Entonces
Ei0r(Q) es alguno de los siguientes grupos:

» Z/NZ, con1 <N <10 o N =12,
» 7/27 X ZJ2NZ con N < 4.

Demostracion. Ver |27] y 28| para una demostracion. O

3.3. lsogenias

Definicion 3.15. Sean E1/K y Eo/K dos curvas elipticas. Una isogenia ¢ : Ey —
Es es un morfismo de curvas algebraicas sobre K tal que ¢(O) = O.

La proposicion 6.8 de [16] prueba que si ¢ es una isogenia, entonces ¢(E7) =
{O} 0 ¢(E1) = E3, y el Teorema 4.8 de [46] prueba que las isogenias son morfismos
de grupos.

Ejemplo 3.16. Sea E/K una curva eliptica, entonces el mapa [n] : E — E definido
en la seccion[3.3 es una isogenia no constante si n # 0. Una demostracion de esto
se puede encontrar en el Ejemplo 4.1 y Proposicion 4.2, cip. 3 de [46].

Teorema 3.17. Sean E1/K y Eo/ K dos curvas elipticas y ¢ : E1 — E3 una isogenia
no constante, entonces erxiste una unica isogenia ¢ : Eo — Ey tal que ¢ o ¢ = [n]
para algin n.

Demostracion. Ver el Teorema 6.1, cap. 3 de [46]. O
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Definicion 3.18. Sean FE1/K y Es/K dos curvas elipticas. Diremos que Ey y Eo
son ts6genas si existe una isogenia ¢ : F1 — Es no constante.

Ser is6genas es de hecho una relacién de equivalencia. En efecto F es isdgena a
E puesto que [1] es una isogenia no constante entre F' y E. La transitiva se cumple
porque la composicién de isogenias es isogenia y la propiedad reflexiva se cumple
debido al Teorema [3.17)

Teorema 3.19. Sea E/K una curva eliptica y H un subgrupo finito de E. Entonces
existen tinicos E' curva eliptica y ¢ : E — E’ isogenia no constante tal que ker ¢p =
H.

Demostracion. Ver Proposicion 4.12; cap. 3 [46]. O

Debido a su unicidad (salvo isomorfismo) llamaremos E/H a la curva eliptica
E' del Teorema [3.19

3.4. Curvas elipticas sobre cuerpos locales

Consideremos ahora que (K, v) es un cuerpo local no arquimediano de carac-
teristica cero sobre una valuaciéon discreta. Como en la seccion sea R su anillo
local, 9 el ideal maximal y k su cuerpo residual de caracteristica ¢. Sea E//K una
curva eliptica. Por el Teorema [3.2] sabemos que E tiene la forma

E:y2+a1xy+a3y:x3+a2x2+a4x+a6

con ai,...,ag € K. Llamaremos cambio de variable admisible, al cambio de
variable de la forma (z,y) — (v 2x,u™3y) con u € K*.

Tomando un cambio de variable admisible en E, transformamos a; en u'a;.
Eligiendo w tal que min; {V(uiai)} > 0, nos aseguramos que u'‘a; € R para ca-
da i. Esto nos permite reducir modulo 9t. Ademés, si los coeficientes tienen todos
valuacién positiva, también lo tendra el discriminante asociado a esa curva eliptica.

Si A/ es el discriminante con coeficientes u'a; y A el discriminante de la curva
con coeficientes a;, entonces, A’ = u~2A, por lo que la valuacién de A(E) es
modificable por multiplos de 12.

Definicion 3.20. Una curva eliptica E estd en su ecuacion minimal si todos sus
coeficientes a; € R y v(A(E)) es el minimo posible. Llamaremos discriminante
minimal, y lo denotaremos AT (E), al discriminante de una curva eliptica en su
ecuacion minimal.

Observar que v(A™"(E)) esta bien definido y que A™"(E) esta definido a
menos de elementos invertibles en R.
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Teorema 3.21. Sea E una curva eliptica con los coeficientes como en la ecuacion

(3.1). Entonces

1. Sia; € R para cada i y v(A(E)) < 12, entonces la ecuacion es minimal.
2. Sia; € R para cada i y v(cq) < 4, entonces la ecuacion es minimal.
3. Sia; € R para cada i y v(ce) < 6, entonces la ecuacion es minimal.

4. Sichar(K) # 2,3 y E es una ecuacion minimal, entonces v(A(E)) < 12 o
I/(C4) <4

Demostracion. 1. Como v(A(E)) puede ser modificado por multiplos de 12, si
a; € R para cada i y ¥(A(E)) < 12, entonces la ecuacién es minimal. De igual
manera se procede para demostrar 2 y 3, con ¢4 y ¢g (ver al comienzo de la seccion
1, cap. 3, pagina 42 de [46] para una definicion de ellos). Finalmente para 4, ver
Remark 1.1, pag. 186, cap. 7 de [46]. O

Para entender el fenémeno del cambio de variable admisible veamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.22. Consideremos E/Q en su forma normal de Weierstrass dada por

1

1
E: =2+ o+ —
ptt b

con p # 2,31.

En la forma que se presenta, A(E) = —2;1?51 (usando la ecuacion ) y los
coeficientes de E no se pueden reducir modulo p puesto que todos tienen valuacion
negativa en p. Sin embargo, si tomamos el cambio de variable admisible con u = p?,
la curva queda

E:y* =2+ plr + pf,

y su discriminante es A(E) = —24p1231.

Ahora los coeficientes estdn en R y se pueden reducir, y su reduccion es E :
y? = 23 que es singular. Esto se debe a que los coeficientes son muy divisibles entre

p.

Sin embargo, si ahora tomamos el cambio de variable admisible u = p, la curva
queda
E:?=2*4z+1

que tiene todos sus coeficientes en R y su discriminante es A(E) = —2431 que s7
es una curva eliptica en k = F,.
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Como en el ejemplo llamemos E /k a la curva que se obtiene al reducir
la ecuacion minimal de E. Dado que A(E) = AWn(E), si v(A™"(E)) > 0, la
curva reducida es singular, y por ende no es una curva eliptica. Encontramos tres
opciones posibles al reducir:

1. Buena reduccién: Si E es una curva eliptica en k.

2. Mala reduccién: Si E no es una curva eliptica en k. En este caso tenemos
dos opciones:

a) Reduccion aditiva (o inestable): Si E tiene una ctspide.

b) Reduccién multiplicativa (o semiestable): Si E tiene un nodo. En este
caso tenemos dos opciones:

1) Multiplicativa split: si las pendientes de las tangentes del nodo
estan en k.

2) Multiplicativa non-split: si las pendientes de las tangentes del nodo
no estan en k.

Si E/K tiene reduccion multiplicativa non-split, cambiando K por una exten-
sion L se puede lograr que F/L tenga reduccion multiplicativa split. En el parrafo
previo al corolario 5.4, cap. 5 de |45 se explica que se puede tomar L/K una ex-
tension cuadratica no ramificada en p.

La figura [3.3] ilustra los dos casos de mala reduccion mencionados.

(a) Curva con una cispide en (0, 0). (b) Curva con un nodo en (0, 0).

Figura 3.3: Curvas con singularidades.

El siguiente teorema relaciona los puntos de torsiéon de E con los puntos de la
curva eliptica reducida:

Teorema 3.23. Sea E/K una curva eliptica de buena reduccion, K cuerpo local en
las hipdtesis del comienzo de la seccion y n un entero coprimo a char(k). Entonces
el mapa reduccion E(K)[n] — E(k) es inyectivo.
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Demostracion. Ver Proposicion 3.1(b), cap. 7 de [46]. O

Definicion 3.24. Sea E/K una curva eliptica. El conductor local que denotare-
mos f,(E) es un nimero entero no negativo que da informacion sobre el tipo de
reduccion de E.

La definicién formal se puede encontrar en la seccion 10, cap. 4 de [45]. A los
efectos de este documento, nos alcanza con el siguiente teorema:

Teorema 3.25. Sea E/K una curva eliptica con K cuerpo local en las hipdtesis del
comienzo de la seccion. St E tiene buena reduccion o reduccion multiplicativa, o st
¢ > 5 entonces

0 st I tiene buena reduccion
fu(E) =<1 si E tiene reduccion multiplicativa (3.4)
2 st E tiene reduccion aditiva
Demostracion. Ver Teorema 10.2, cap. 4 de [45]. O

Para terminar esta seccién, consideremos el siguiente resultado que es debido
a John Tate:

Teorema 3.26. Sea K/Q, una extension finita y E/K una curva eliptica con re-

duccion multiplicativa split. Entonces existe ¢ € M y ¢ : Fx/qZ — E(K) un
isomorfismo de grupos que es compatible con la accion del grupo de Galois G,
siendo q” el subgrupo multiplicativo generado por q. En particular, si L/K es una
extension algebraica, ¢ : L* /¢ — E(L) es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Ver Teoremas 3.1 y 5.3, cap. 5 de [45]. O

Aclarar que la accién de Gk en K esox= o(x), que queda bien definida en

K- /qZ porque ¢ € R C K. La acciéon de Gk en E(K) es P?, que es actuar sobre
las coordenadas de P.

El nimero ¢ en el Teorema [3.26] se lo denomina el periodo de Tate y esta
relacionado con el discriminante de E a través de la ecuacion

AB)=q ] —qm* (3.5)

n>1

que converge en 9.

Si la curva E/K tiene reducciéon multiplicativa non-split, considerando la ex-
tension cuadratica L/K que transforma E/L en una reduccion multiplicativa split,
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podemos aplicar el Teorema [3.26] Esto hace que la accion de Galois no sea to-
talmente compatible en los dos lados, sino que aparece un caracter § : Gg —
Gal(L/K) ~ {£1} de orden 2 tal que

d(z)° = ¢p(0(0)o.x)

para todo x € K- /q”. Para una explicacion més detallada, ver el lema 5.2, cip. 5

de [45].

3.5. Curvas elipticas sobre cuerpos de niumeros

Consideramos ahora el caso en el que K es un cuerpo de numeros. Por cada
primo finito p, podemos considerar su localizaciéon y calcular su conductor local.
Esto nos motiva a la siguiente definicion:

Definicion 3.27. Sea E/K una curva eliptica, el conductor global que denotare-

mos N(E) es el ideal
N(E) = prp(E)
b

donde la productoria es tomada sobre los primos finitos de K y f,(E) es el con-
ductor local en la valuacion natural de p

Si bien la productoria se hace sobre infinitos términos, solo finitos son no trivia-
les. En efecto, por el Teorema fo(E) = 0siy solo si E tiene buena reduccion
modulo p y esto si y solo si Vp(A’lZi”(E)) = 0. Ahora, dada una curva eliptica E
con su ecuacién como la de son finitos los primos p para los cuales esa ecuacion
ya no esta en su version minimal, puesto que son finitos los primos p que dividen
a A(E). Para los otros primos primos, AZ’;’"(E) =A(E)y Vp(AlT,’;m(E)) =0.

Definicion 3.28. Sea E/K una curva eliptica sobre K un cuerpo de nimeros. De-
ctmos que E es semiestable si E/ tiene buena reduccion o reduccion multiplicativa
para todos los primos finitos p.

El Teorema muestra que una curva es semiestable si y solo si N(E) es
libre de cuadrados.

El siguiente teorema nos relaciona propiedades de la curva eliptica con el con-
ductor de su representacion de Galois asociada:

Teorema 3.29. Sea E/K una curva eliptica con K cuerpo de nimeros, sea p primo
finito en K y £ primo en Q tal que p1¢.

1. Si E tiene buena reduccion en p, entonces pg e es no ramificada en p.

2. Si E tiene reduccion multiplicativa en p, entonces son equivalentes:
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a) n(p,pee) =0
b) L] (AL™(E))
c) K(E[]))/K es no ramificado en p

En caso contrario, n(p, prg) = 1.

Demostracion. 1. Si E tiene buena reduccion, por el Teorema E(K)[(] —

E(k) es inyectivo. Sea o € I, y P € E[{], entonces P? — P = P — P = O puesto
que o € I,. Luego P° = Py por ende I, acttia trivial.

2. Si ahora FE tiene reduccion multiplicativa, la idea es usar el periodo de Tate
de la completacion K, de K. Si E tiene reducciéon multiplicativa non-split, consi-
deramos L/K, la extension cuadratica no ramificada en p que hace a E split. Para
considerar ambos casos, trabajemos en L donde L/K) sera una extension de grado
1 6 2 dependiendo el caso.

Tenemos entonces ¢ : EX /¢ - E un isomorfismo de grupos compatible
con la accion de Galois por el Teorema En particular E[(] ~ <§g, g/t > /q".

La propiedad funtorial de ¢ implica que si F' = L(FE[{]), entonces E(F)[{] =
E[l] ~ <§g,ql/5>/qZ = (FX/qZ)Z, siendo (FX/qZ)g la (-torsion del grupo F* /q¢”.
Por lo tanto L(&;, ¢'/¢) C F. Reciprocamente, si a € (Fx/qz)g, entonces ¢(a) €
E(F)[f] = E[{] lo que implica que a € L(&,¢"*) y por lo tanto F = L(&, ¢'/%).

De esta forma, I, actiia trivial, si y solo si F'/L es no ramificada, si y solo
si Im(vp) = Im(vz) = Im(ry) (donde en la dltima igualdad usamos que L/K,
es no ramificada), si y solo si vr(q'/%) € Z y esto tltimo si y solo si £ | vy(q). A
través de la ecuacion tenemos que v, (q) = z/p(Aﬁém (E)), lo que da el resultado.

Ahora, si ninguna de las equivalencias se cumple tenemos que n(p, pgs) = 1.
Para demostrar esto, debemos mencionar que la definiciéon del conductor local de la
curva eliptica, f,(E), dado en la definicién , se hace a través de la representaciéon
de Galois f-adica de la curva eliptica, y como la representaciéon modulo £ se obtiene
de una reduccién de la representacion (-adica, tenemos que n(p, ppe) < fo(E).
Finalmente, por el Teorema n(p, pee) < 1 en el caso de reduccién multiplica-
tiva. 0

En la seccién vimos que la ecuacién minimal de la curva eliptica depende
de la valuacion por la que se reducia. La proposicion 8.2, cap. 8 de [46], da una
condicién necesaria y suficiente para que una curva eliptica sobre un cuerpo de
nimeros K tenga un modelo minimal global, es decir, un modelo minimal que
sirve para todas las valuaciones finitas de K. A los efectos de este documento sin
embargo, nos alcanza con enunciar el siguiente resultado, que es un corolario de la
proposicion 8.2, cap. 8 de [46):
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Teorema 3.30. Si K es un cuerpo de nimeros con nimero de clase 1, entonces
toda curva eliptica tiene un modelo minimal global.

Demostracion. Ver Corolario 8.3, cap. 8 de [46). O

Llamaremos simplemente A™"(E) al discriminante del modelo minimal glo-
bal de E, y quitaremos el prefijo que dependia de la valuacion, puesto que ahora
A (E) = A™M(E) para todos los primos p.

Observar que si E tiene modelo minimal global entonces los primos que divi-
den al conductor global y al discriminante son los mismos. Esto ocurre simplemente
porque en el conductor global aparecen los primos de mala reduccién y los de mala
reducciéon son justamente los que dividen a A™"(E).

Para terminar esta seccién, consideremos dos resultados que nos seran tutiles en

las secciones [5.3] y [6.3] respectivamente.

Teorema 3.31. Sea ¢ primo, E/Q una curva eliptica semiestable y pg ¢ reducible.
Entonces E o una curva isdgena poseen un punto de £-torsion.

LA ) con H (la primer columna) un

Demostracion. Si es reducible, pg ¢ = (O o
2

subgrupo de orden ¢ Gg-invariante.

El ingrediente principal aqui es dado por Serre en el lema 6, pag. 307 de [40].
En ese lema, demuestra que si E/Q es semiestable, entonces 1 y (2 no ramifican
fuera de £ y solo uno de ellos ramifica ¢. Como QQ no admite extensiones de grado
mayor a 1 no ramificadas, uno de ellos debe ser 1, y el otro y; por el Teorema [3.12]

Si 1 = 1, entonces E tiene un punto de orden £. Si po = 1, entonces la primer

columna es un subgrupo H que es Gk-invariante de orden ¢, entonces E' = E/H
tiene un punto de orden ¢ puesto que la representaciéon va a ser de la forma

(1 %
pE,,é_ O XZ .

Teorema 3.32. (Cotas de Hasse) Sea E/K una curva eliptica, q ideal primo de
Ok y E la reduccion de E mddulo q. Entonces

#E(Fy) - N(q) - 1 < 2¢/N(a).

Demostracion. Ver Teorema 1.1 de [46]. O
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Capitulo 4

Formas Modulares

En este capitulo daremos un breve resumen de formas modulares clasicas, lo
necesario para comprender las formas modulares médulo ¢, que son las que nos
interesan en la Conjetura de Serre. Para un lector que ya conoce sobre formas mo-
dulares clasicas, en la primer seccién nos enfocaremos en las formas modulares para
I'1(N), pero ya comenzaremos con el espacio dividido por los caracteres de Z/NZ.
Esta separacion hace que ya no sea necesario el operador diamante, puesto que el
mismo preserva estos subespacios. Solo los operadores de Hecke T;, nos interesaran
aqui.

Para un lector que no conoce sobre formas modulares clasicas le recomenda-
mos |36]. En [36] se evitan algunas demostraciones pesadas puesto que la idea es
dar un resumen sobre el tema. Si el lector busca una lectura mas profunda acerca
de formas modulares clésicas, le recomendamos [12].

4.1. Formas modulares clasicas

Sea SLa(Z) = {y € Maxa(Z) : det(y) = 1}. Es conocido que SLa(Z) es un gru-
po no abeliano con el producto de matrices. Esto se puede ver por el hecho de que
el determinante es un morfismo con el producto y que dada una matriz A = (‘CL 2),
su inverso es ﬁ(m ( d *b), y entonces el inverso de una matriz de SLa(Z) es una

matriz de SLa(Z).

Definicion 4.1. Llamamos subgrupo de congruencia de nivel N al conjunto
* % ,
FO(N)—{VESLQ(Z):yz <0 *> (méd N)}

donde la congruencia mdédulo N es en cada entrada de la matriz.

Es facil ver que I'g(NV) es un subgrupo de SLa(Z). Mas atn [SLa(Z) : T'o(N)] =
NI, n(1+1/p) (ver pégina 14 de [12]). En particular, el indice es finito. Notar
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que I'y(1) = SLy(Z)

Recordamos que un caracter de Dirichlet es un morfismo de grupos x :
(Z/NZ)* — C*. El mismo puede ser extendido a x : Z — C como

_ [x(n+ NZ) si ged(n,N) =1
x(n) = { 0 si no
Por abuso de notacién, llamaremos x también a este cardcter. La funcién y es
totalmente multiplicativaﬂ

Llamaremos H = {z € C : Im(z) > 0} al semiplano superior complejo.

Por comodidad en la notacién, definimos el siguiente operador:

Definicion 4.2. Sea €y : (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet, k un entero y
v € SLa(Z), definimos el operador [¥]y, ., : {F' : H — C} — {F : H — C} dado por:

(F lpe)(2) = co(d)(cz +d) " F (“Z + b) (4.1)

cz+d
cuando v = <Ccl Z)
az+b

Observar que si 2 € H, entonces =7 sigue estando en H porque det (‘C‘ Z) es
positivo. Por lo tanto [v], ., esta bien definido. Es simple verificar que Y w0 =
M.y [V]k.c, Para cualesquiera sean 7,7 € SLa(Z).

Definicion 4.3. Sea €y : (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet, k y N > 1
enteros. Una forma débilmente modular de peso k y nivel N asociada a ¢
es una funcion F : H — C tal que

1. F es holomorfa en H,

2. Fylye, = F para toda v € To(N).

Si aplicamos el punto 2 a una forma débilmente modular con la matriz (§1) €

['o(N), obtenemos que F(z) = F(z + 1) para todo z € H, y por lo tanto F es
1-periodica y admite una expansion de Fourier dada por F(z) => 02 an(F)q"
donde ¢ = €?™#. Podemos ver entonces a F como una funciéon con variable ¢ en

B1(0) \ {0}

Definicion 4.4. Diremos que una forma débilmente modular F' es holomorfa en
infinito si la expansion de Fourier anterior admite una extension holomorfa a
B1(0). En ese caso definimos F(00) = ag(F).

"Una funcién f : Z — C se dice totalmente multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) para
todo m,n € Z
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Notar que la definicion anterior es equivalente a que a,(F) =0, Vn < 0.

Finalmente, estamos en condiciones de definir:

Definicion 4.5. Sea €y : (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet, k y N > 1
enteros. Decimos que F' : H — C es una forma modular de peso k y nivel N
asociada a €y st

1. F es una forma débilmente modular de peso k y nivel N asociada a €,

2. Fla], . es holomorfa en infinito Voo € SLa(Z).

€0
A la condicién del altimo punto de la definicién se le suele denominar ho-
lomorfa en las ciispides por razones que se exponen en la seccion 1.1 de [36].

Llamaremos My (N, €p) al espacio de las formas modulares de peso k, nivel N
asociada a €y. Es facil ver que son C-espacio vectoriales. Mas aiin, su dimensién es
finita y en casi todos los casos se conoce la dimensién. Para ver una demostracion
de esto, se recomienda leer el capitulo 3 de [12]. Los resultados de las dimensiones
son mostrados en el Teorema 3.5.1 (para k par) y Teorema 3.6.1 (para k impar),
ambos en el capitulo 3 de [12]. La figura 3.3 de la pagina 107 de [12] muestra el
valor de la dimension para I'g(INV).

Dentro de My (N, ), nos va interesar el siguiente subespacio:

Definicion 4.6. Sea ey : (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet, k y N > 1
enteros. Decimos que F' : H — C es una forma cuspidal de peso k y nivel N
asociada a €y st

1. F es una forma modular de peso k y nivel N asociada a €,

2. Flal,,, (00) = 0, Va € SLy(Z).

Llamaremos Sk (N, €p) al espacio de las formas cuspidales de peso k y nivel N
asociada a €y. Es facil ver que es un C-subespacio vectorial de My (N, €).

Al igual que con My(N, €y), se conocen las dimensiones de casi todos los subes-
pacios Si(V, €o). Los valores se pueden encontrar en las mismas referencias citadas
antes.

Nos interesa ahora considerar operadores sobre el espacio de formas modulares
que pueden restringirse al subespacio de formas cuspidales. Estos operadores se
conocen como los operadores de Hecke. Su definicién general puede encontrarse
en la seccion 1.2 de [36].

Dentro de todos los operadores de Hecke posibles que se pueden definir nos
interesaran los operadores 1), : Sp(N,e0) — Sk(IV,€0). Sus definiciones no son
relevantes a efectos de este documento, pero lo que si utilizaremos en algunas
demostraciones es que su construcciéon se hace de la siguiente forma:
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» Se define T}, para cada p { N como en la definicién 1.10 de [36].

= Se define T)» de forma inductiva en funcién de T}, y los anteriores (ver pos-
terior al Teorema 1.12 de [36]).

= Se prueba que si p, ¢ son primos distintos entonces 1) y Tys conmutan para
todo r,s > 0y se define T;, = [, Tp‘;i siendo n = [~ ps".

Resumimos en el siguiente teorema los resultados que nos interesan aqui.

Teorema 4.7. Sean m y n dos enteros positivos. Entonces:

1. T, T, = T, T
2. Siged(m,n) =1= T,T, = Tmn.

3. St F € Mg(N,e) tiene una expansion de Fourier de la forma F(z) =
>0 a;j(F)g’ con q = e*™*, entonces

a;(T.F)= > d"eo(d)aj, e (F).
dlged(jn)

En particular, si ged(j,n) =1 entonces a;(TpF) = ajn(F).

Demostracion. Para los primeros dos puntos, ver el Teorema 1.13 de [36]. Para el
punto 3, ver la proposicion 5.3.1 del capitulo 5 de |12]. O

Recordamos que un operador T': V' — V es normal si conmuta con su opera-
dor adjunto. Para poder definir adjuntos en los operadores de Hecke que venimos
estudiando, es necesario definir un producto interno en las formas cuspidales. Este
producto se conoce como el producto interno de Petersson. Si bien no es de
el interés de este trabajo formalizar este producto interno, un buen resumen del
mismo se puede encontrar en la subseccion 1.2.2 de [36]. En particular, se define el
producto interno de Petersson en la definicion 1.16 de [36].

Por simplicidad, llamemos T(N) = {T}, : ged(n, N) = 1}. Tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4.8. Los operadores de T°(N) de Si(N,€y) son normales.

Demostracion. Si n = p primo, entonces la demostracién se encuentra en el Teo-
rema 1.18 de [36]. Luego, si tenemos n € N coprimo con N, el operador T,, se
puede descomponer en sus factores primos debido a su construccion (ver previo
al Teorema y como cada uno de ellos es normal, su composicién es normal,
demostrando que los elementos de T9(IN) son normales. O
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Utilizando el teorema espectral para operadores normales, tenemos entonces
que cada operador de T(INV) tiene una base ortogonal de vectores propios. Méas
atn, por el Teorema [4.7, los operadores de T°(N) conmutan y por lo tanto se
diagonalizan simultaneamente, lo que implica que podemos encontrar una base or-
togonal de vectores propios para todos los elementos de T°(N). Utilizaremos la
terminologia ‘“forma propia” en lugar de vector propio a partir de ahora.

Por ultimo, subdividiremos a Sk(N, ¢y) en una suma directa de dos subespa-
cios, a los que llamaremos formas cuspidales viejas (que denotaremos S,i,’ld(N ,€0))
y formas cuspidales nuevas (que denotaremos S;**(N, €)).

SiM | N,ye€:(Z/MZ)* — C es un caracter de Dirichlet, entonces ¢y puede
ser inducido a un caracter de Dirichlet en (Z/NZ)*, simplemente componiendo
€0 con la proyeccion natural de (Z/NZ)* — (Z/MZ)*. Por abuso de notacion,
llamemos €y también a este caracter inducido. Entonces, si M | N, tenemos que
Fo(IN) CT'o(M) y no es dificil ver tampoco que Si(M,€p) C Si(N, o).

Esto muestra que hay ciertas formas cuspidales que no son propiamente de nivel
N, si no que vienen de un nivel mas chico. Es un problema analogo, al que ocurre
con los caracteres primitivos.

Existe otra forma de inducir formas cuspidales de un nivel menor que no pro-
fundizaremos. Definimos el subespacio de formas viejas de nivel N como el
subespacio generado por todas las formas cuspidales que provienen de un nivel M
que divide a N con M < N. Una definiciéon mas precisa puede encontrarse en la
definicion 1.19 en el capitulo 1 de [36].

Definimos el subespacio de formas nuevas de peso k y nivel N asociada
a ¢y que denotaremos S (N, €g), como el complemento ortogonal del subespacio

anterior con respecto al producto interno de Petersson, es decir,
SEU(N, e0) = (S (N, €)™

Los subespacios SP'(N, eg) y SP®(N, €p) son invariantes por la accion de Ty,
Una demostracion de esto puede encontrarse en la Proposicion 5.6.2 de [12]. Usando
esto y el Teorema[£.8] concluimos que los subespacios “old” y “new” tienen una base
ortogonal de formas propias de T°(N). Mas atin, si nos restringimos al espacio de
formas cuspidales nuevas, encontramos una base ortogonal de formas propias de
todos los operadores T,,, es decir, podemos quitar la condicion de que ged(n, N) =1
como muestra el Teorema

Definicion 4.9. Una forma propia cuspidal nueva se dice normalizada si en su
expansion de Fourier F(z) = Y7 i an(F)q", entonces ay(F) = 1.

El teorema 1.23 de [36] muestra que tal normalizacion se puede hacer puesto
que a1 (F) #0si F € §°(N, €0) no trivial.
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Teorema 4.10. Si F' € S§p“(N, €y) es una forma propia normalizada de todos los
operadores de Hecke T°(N), entonces T, F = a,(F)F, ¥n € Z*.

Demostracion. Ver Teorema 1.25 de [36]| para una demostracion. O

Teorema 4.11. Si F' € §}“(N, €y) es una forma propia normalizada de todos los
operadores de T°(N), entonces los a,(F) son enteros algebraicos para todo n > 0
y Q{an(F) :n € Z*}) es un cuerpo de nimeros.

Demostracion. Ver parrafo posterior a la definicion 3.15 de [36]. O

Si F' € §°“(N,¢€p) es una forma propia normalizada de todos los operadores
de TY(N), denotaremos K al cuerpo de ntiimeros del Teorema

4.2. Formas modulares mdédulo /

El objetivo es ahora definir formas modulares en F, con ¢ primo impar. La idea
es basicamente, reducir los coeficientes de Fourier de una forma modular clésica.
La condicién de primo impar la agregamos en este documento puesto que no pre-
cisaremos el caso de £ = 2, que agrega la condicion extra de que k sea par (ver al
comienzo de la seccion 3 de [43]).

Sea entonces ¢ primo impar, N > 1 coprimo a ¢, k entero mayor o igual a 2 y
¢:(Z/NZ)* — F,” un caracter de Dirichlet tal que e(—1) = (—1)*.

La imagen de € es finita porque el dominio es finito, asi que existe r > 0 tal
que Im(e) C Fj. En particular, (e(z))” ~! — 1 = 0 para todo z € (Z/NZ)*.

Fijemos g € (Z/NZ)* y consideremos ahora las raices del polinomio z* ~1 — 1
en Z. En particular, estan en Z, y por ende podemos reducir médulo £. Como / es
coprimo a £ — 1, las raices del polinomio ciclotémico anterior son todas distintas
modulo /¢, asi que s6lo una de las raices coincide modulo ¢ con €(zg). Llamemos z
a la rafz de 2~ — 1 que coincide con €(zg) al reducir y definamos ep(z) = z.
Haciendo esto para cada elemento de (Z/NZ)* y utilizando el encaje fijado de
7Z < C al comienzo del capitulo , tenemos entonces un lg\igltamiento de €, es
decir, un caracter de Dirichlet €g : (Z/NZ)* — C* tal que €y(z) = €(x) para todo
x € (Z/NZ)*, siendo ~ : Zy — F; el mapa reduccion.

Hecho esto, estamos en condiciones de definir formas cuspidales para [Fy.

Definicion 4.12. Una forma cuspidal de tipo (N, k,€) con coeficientes en Fy es
una serie formal

f(z) = Z an(f)q"

n>1
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tal que existe una forma cuspidal clisica F de Sk(N, €p)

F(z) =Y au(F)g"
n>1

e~

con an(F) € Z que cumple que an(F) = an(f) para todo n > 1.

Notar que podemos llegar a encontrar tales formas cuspidales clédsicas, como
muestra el Teorema [A.111

De forma anéloga al caso de formas modulares clasicas expuestos en la seccion
anterior, definiremos operadores de Hecke para Si(N,¢) en F,. Como implica la
construccion de los T), en la seccion anterior y el Teorema [£.8] solo es relevante
definir los 7}, cuando p es primo, ya que a partir de ellos podemos construir todos
los operadores de Hecke y alcanza con conocer la accién de estos para tener una
base ortonormal de formas propias. Si f(z) = 3,5, a;(f)¢’, definimos

_ [ api ()¢’ + e(p)p"~ 1 2 i>1 aj(f)gh’ si ptIN
i = { j > o1 api (e ’ si p|IN (42)

Veamos que la definicion de T}, cuando p { £N coincide con el Teorema cuan-
do n = p primo. En efecto, ged(j,p) = 1 6 p. Si ged(j,p) = 1, a;(T,F) = ajp(F)
que se corresponde a los términos de la primer sumatoria en la ecuacion . Si
ged(j,p) = p entonces a;(T,F) = a;,(F) + p"eo(p)a; ,(F) y entonces el primer
término es parte de la primer sumatoria en la ecuacién , mientras que el segun-
do término solo aparece en miltiplos de p y es el segundo término en la ecuacién
(4.2) con el cambio de variable j +— pj.

Si observamos, el caso p | /N es coherente con el caso anterior, ya que el segun-
do término desaparece debido a que €(p)p*~' =0 (méd ¢) si k > 2.

Debido a esta compatibilidad con el caso de formas modulares clasicas, tenemos
que si f es una forma propia normalizada de los operadores de Hecke anteriores,
entonces T, (f) = a,(f)f para todo p primo, por el Teorema

4.3. Representaciones de formas modulares

Veamos que podemos asociar una representacion de Galois a una forma modu-
lar. Esto sin embargo es muy complicado de hacer en toda su generalidad, y solo
lo haremos sin demostrar todos los teoremas, en el caso mas sencillo que es cuando
k=2

Sea f una forma propia nueva normalizada de Sy(N,€) en Fy. Por definicion,

existe F' una forma propia nueva normalizada clasica de S3(IV, €g) tal que f se ob-
tiene reduciendo los coeficientes a;(F) (méd ¢). A partir de F' podemos construir
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una variedad abeliana Ap sobre Q. Una explicacion de esto se puede encontrar en
la seccion 3.4 de [36], aunque la prueba de que Ap es definida sobre Q se puede
encontrar en el Teorema 5.23 de [35]. Como las variedades abelianas son variedades
algebraicas proyectivas con una estructura de grupo en sus puntos, el objetivo es
utilizar su £"-torsién para construir la representacion de Galois.

Si Kr = Q, entonces Ap es una curva eliptica, y la representacion de Galois de
F se construye como en el caso de curvas elipticas (ver definicion utilizando la
¢-torsion. En el caso general, Ap es una variedad abeliana de dimension 2[Kr : Q),
por lo que un procedimiento similar a la definicién darfa como resultado una
representacion de dimension 2[Kp : Q]. Veamos sin demostrar los detalles, como
se logra construir una representacién de dimension 2.

Sea Ap[¢"] el conjunto de los puntos de ¢"-torsion de Ap. No es dificil ver que
en cualquier variedad abeliana, el mapa [¢] : Ap[("] — Ap[f"~!] est4 bien definido,
y permite generar un sistema inverso. Definimos

Tag(Ar) = lim Ap[¢"]

que es conocido como el médulo de Tate de una variedad abeliana.

Teorema 4.13. Sea F' una forma propia nueva normalizada de So(N, €0) y Vi(Ar) =
Tay(Ar) ® Q. Entonces Vi(Ar) es un mddulo libre de rango 2 sobre Kr ®@q Q.

Demostracion. Ver lema 9.5.3 de [12]. O

Con Vy(Ar) un modulo de rango 2 sobre Kr ®q Qy ~ H[|€ Ky, siendo [ primos
en Ok, y Kr; la localizaciéon de K con respecto al primo [, si podemos obtener
una representacion de dimension 2 pp: Gg — GLa(Kp() como es explicado en la
péagina 383 de [12].

Nuestro objetivo ahora es reducir los coeficientes de las matrices de GLa(K ).
Sin embargo, los coeficientes no necesariamente estan en el anillo. Es necesario para
eso el siguiente teorema:

Teorema 4.14. Sean d entero positivo, £ primo, K un cuerpo de nimeros, L una
extension finita de Qq, Ry el anillo de enteros de L y p : Gxg — GLg(L) una

representacion (-ddica continua. Entonces existe p' : Gg — GLg(Ry) tal que p ~
/

0.
Demostracion. Escribamos V = L% y A = RdL. Por la proposicion 7.46 de |30],
tenemos que Ry, es compacto y por lo tanto A es compacto. Por otro lado, Ry, es
un dominio de factorizacion tnica (porque es un dominio local donde su tnico ideal
maximal es principal generado por el uniformizador), lo que implica que A es un
reticulo de V' puesto que tiene rango al menos d como Ry-mddulo.
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El Teorema 5.4.15 de [50] muestra que G es compacto, y como A también es
compacto y p es continua, entonces p(Gx xA) = A’ es compacto. Como L% es un es-
pacio métrico, que A’ sea compacto, implica que es acotado, y entonces v(w) > —r
para todo w € A/, dond(ﬂ v(w) = min{v(w;):i=1,...,d} con w = (wy, ..., wq) y
r > 0. Como A es el reticulo de los vectores con valuacion no negativa, A’ C 7= "A,
siendo 7 el uniformizador de Ry,.

A suvez, A = UgEGK p(g)A, asi que A C A’ y entonces A’ tiene rango al menos
d. Usando nuevamente que R es un dominio de factorizacién tinica, obtenemos
que A’ tiene rango d y es por lo tanto un reticulo en V.

Por su definicion, es claro que A’ es un reticulo estable bajo G . Esto implica
que la accion de G en A’ genera matrices en GLy(Ry) y como A’ es un reticulo, su
base es base de V, asi que para cada elemento de G, en la base de A’ obtenemos
p'(9) € GL4(RyL). Las representaciones p y p’ son conjugadas porque son obtenidas
por un cambio de base entre una base de V' y la base del reticulo A’. O

Utilizando el Teorema para K =Q, L = Kp(y p = pr,, podemos enton-
ces reducir una representacion conjugada a pr : Gg — GLa(K ) con coeficientes
en su anillo de enteros para obtener una representacion modulo £. Llamaremos
pr : Gg — GL2(Fy) a la semisimplificaciéon de la representacion modulo £. Esta
representacion obtenida queda definida a menos de conjugacién, incluso si cambia-
mos el primo [ que divide a £ en Kg. Destacamos su propiedad méas importante en
el siguiente teorema:

Teorema 4.15. Sea pp la representacion de Galois asociada a F forma propia
nueva normalizada de So(N, €g). Entonces la representacion es no ramificada para
primos p { {N y en estos primos donde no ramifica, tr(pr(Froby)) = ap(F) (mdéd £)

y det(pr (Froby)) = €(p)xe(p)-
Demostracion. Ver Teorema 9.5.4 de [12]. O

Esto muestra que la representaciéon que cumple el Teorema es Unica (salvo
conjugacion) por el Teorema m puesto que el conjunto de primos que dividen a
N son una cantidad finita y pp es semisimple.

Ahora si, estamos en condiciones de definir las representaciones de Galois para
formas modulares moédulo £.

Definicion 4.16. Sea f una forma propia nueva normalizada de Ss(N,€) en Fy.
Definimos la representacion de Galois asociada a [ que denotaremos py como
pf = pr siendo I un levantamiento de f por el mapa reduccion modulo £.

8en la valuacion para los vectores de L% se toma minimo porque permite medir el
denominador mas grande en las coordenadas de w.
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Esta definicién no depende del levantamiento elegido, puesto que si F’ es otro
levantamiento de f, entonces a,(F) = ap(F’) (méd ¢) para todo primo p t ¢N y
por lo tanto por el Teorema [£.15]

tr(pr(Froby)) = ap(F) (méd ) = ap(F')  (méd £) = tr(ppr (Froby))

det(pr(Froby)) = x¢(p) = det(pp (Froby))

Luego pp = ppr por el Teorema [2.15]

Si el peso no es 2, también se puede asociar una representacién pero la cons-
truccion es mas complicada. Resumimos en el siguiente teorema la existencia de la
representacion de Galois para cualquier peso:

Teorema 4.17. (Deligne, Serre, 1974). Sea f(z) = 3_,,51 an(f)q" una forma propia
nueva normalizada de S, (N, €) en Fy. Entonces existe una representacion de Galois

py+ Gg — GLa(Fy)

tal que en los primos p { N, la representacion py no ramifica, y en estos primos
donde no ramifica, tr(pg(Frob,)) = a,(f) y det(ps(Frob,)) = ex?il(p).

Demostracion. Ver Teorema 6.7 de |11]. O
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Capitulo 5

Conjetura de Serre

La Conjetura de Serre fue expuesta por Jean Pierre Serre en 1987 en el articulo
[43]. He aqui su enunciado:

(Conjetura de Serre) Sea p : Gg — GL2(F;) una representacion de
Galois impar e irreducible. Entonces p es equivalente a ps, con py una
representacion que proviene de una forma propia nueva normalizada f
de Sk (N, €) para cierto nivel N, peso k y caracter € que depende de la
representacion p.

A lo largo de este capitulo, nos dedicaremos a precisar como conocer el nivel,
peso y caracter de la forma cuspidal que menciona la conjetura. El nivel y caracter
lo haremos en la seccién que es mas sencillo que el peso, al que le dedicaremos
toda la seccion (.2

Ademés de exponer su conjetura, en [43], Serre da siete aplicaciones de la mis-
ma. En este documento mostraremos dos de ellas. La primera es el Ultimo Teorema
de Fermat. El enunciado de este teorema y las ideas de su demostracién utilizando
la Conjetura de Serre ya fueron presentadas en la introducciéon. Aqui seremos mas
precisos con los argumentos. La segunda aplicacién nos servird de puntapié para el
capitulo[6] puesto que en este capitulo, en la seccion [5.4] usaremos la Conjetura de
Serre para estudiar las curvas elipticas de conductor primo sobre Q y en el capitulo
siguiente haremos lo mismo pero para curvas elipticas sobre cuerpos cuadraticos
reales.

Como mencionédbamos en la introduccion, la Conjetura de Serre fue demostra-
da en 2009 por los trabajos de Chandrashekhar Khare y Jean-Pierre Wintenberger
(ver [20], [21] ¥ [22])-

En este capitulo no dejaremos referencias de lectura recomendadas, puesto que
el sentido de los capitulos anteriores de este documento era justamente exponer los
resultados necesarios para utilizarlos aqui.



Conjetura de Serre

5.1. Definicion de N y ¢

Sea ¢ primo racional y p : Gg — GLa(F;) una representacion de Galois como en
la definicion [2.12] Consideremos el caracter det(p). Por el teoremal[2.26] det(p) fac-
toriza por una extension ciclotémica Q(&,) donde n = £Nget, ¥ gcd (¥, Nyet p) = 1.
Tomaremos N = Nget . Como Gal(Q(&,/Q)) ~ (Z/{NZ)* ~ (Z/UZ)* x (ZL/NZ)*
(esto ultimo por el Teorema Chino de los restos), podemos descomponer a det p en
dos caracteres ¢ : (Z/IZ)* — T, y e: (Z/NZ)* —F,”" tales que

det p = ep. (5.1)

Como (Z/lZ)* es ciclico de orden £—1, entonces ¢(x) = ah conh € Z)(L—1)Z,
y por lo tanto ¢ = X? siendo x; : Gg — Fy el cardcter ciclotémico definido en la

seccién 2.3

Definicion 5.1. Escribamos ¢ € Gal(Q(&,)/Q) a la conjugacion compleja. Como ¢
tiene orden 2, entonces det p(c) = £1. Diremos que la representacion p es impar
st det p(c) = —1.

A partir de ahora nos ocuparemos de representaciones impares. Observar que
si £ = 2 todas las representaciones son impares puesto que —1 =1 mdd 2.

1 0
0 —1
es conjugada a su forma canénica de Jordan, que si no fuera diagonal no tendria
orden 2 porque £ # 2 y si es diagonal, sus elementos en la diagonal tienen que ser
elementos de orden 2 en Fy. Luego cada uno es 1 o —1, pero como la representacion
es impar, tiene que ser uno de cada signo.

Si £ # 2, entonces p(c) es conjugada a > Esto ultimo es porque p(c)

5.2. Definicién de k

La definicion de k va a depender segtin la accién de Iy ;. Consideremos p, defi-
nido igual que en el parrafo siguiente al diagrama [2.1]

Consideremos p;° la semisimplificacién de p,. Como es semisimple, por el teo-

rema podemos factorizar pj* |1, a pj® : Iy — GLo(IFy). La semisimplificacion
tiene dos caracteres o, ¢ : I} — F,”~ tales que

0
P’ = <(g 90/> .

Teorema 5.2. ¢ y ' tienen nivel 1 ¢ 2. Si tienen nivel 2, entonces ¢ # ¢, ¢ = ot
7
ye=¢
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Demostracion. Por el teorema tenemos que cualquier preimagen del mapa de
Frobenius s actuando en Iy; por conjugacion es lo mismo que componer ¢ veces.
Entonces

pi*(sos™1) = pi*(0°) = pi*(0)",

wONwOK
0 ¢ 0 ¢

donde con ~ nos referimos a que son conjugadas como matrices.

lo que implica que

Las opciones son ¢ = ¢’ y ¢’ = ¢* lo que implican que ambos tienen nivel 1,
6 ¢ ="y ¢ = ¢’ que sustituyendo una ecuacion implica que ambas tienen nivel
2 si son distintas. O

Separamos nuestra discusién segun las dos opciones del teorema [5.2

5.2.1. Cuando ¢ y ¢ tienen nivel 2

Si tienen nivel 2, entonces py, como representacion de Gg, es irreducible. En
efecto, si no lo fuera tendria un subespacio W de dimensiéon 1 y una subrepresen-
tacion p, de dimension 1. Si aplicamos el Teorema de Jordan-Holder usando a W
como parte de la filtracion y restringimos a Iy y a pj°, obtenemos que pj es una de
¢ 0 ¢. Pero entonces pj es de nivel 1 pero tanto ¢ como ¢’ tienen nivel 2.

Dado el teorema [2.27] y la definicion de caracteres fundamentales de nivel 2,
tenemos que

__ pa+eb
p=0p"y

con 0 < a,b < /¢—1. Para simplificar la notacién, escribamos 6 = 6,2_;. Obser-
var que a # b, puesto que si a = b, entonces p = (06°)% = x¢ por ecuacion (2.1)),
pero esto no puede ser porque Y, tiene tiene nivel 1.

Cambiando los roles de ¢ y ¢’ si es necesario (a través de un cambio de base
en la representacion), podemos asumir que 0 < a < b < £ — 1. La representacion

tiene entonces esta forma:
os 9a+£b 0
Pe = 0 6b+£a

Para este caso, definimos

lk=1+/(a+b.]
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5.2.2. Cuando ¢ y ¢’ tienen nivel 1 y P, actia trivial

Como el espacio de caracteres de nivel 1 esta generado por el cardcter cicloto-
mico que tiene orden ¢ — 1, tenemos que ¢ = X7 y que ¢’ = XZ y cambiando roles
si es necesario podemos asumir que 0 < a < b < ¢ — 2. Como P, actda trivial, es
semisimple, y por lo tanto la representacion tiene esta forma:

_(x¢ O
p5_<0 XZ)

La definicion de k en este caso es

J— 1+/la+b si(a,b)#(0,0)
—{ 1 si (a,b) =

5.2.3. Cuando F; no actla trivialmente

Veamos que en este caso dim(VP ) = 1. En efecto, 0 no puede ser por el Teorema
2.22y 2 tampoco porque P, no actia trivialmente. Como P, es normal en Gg por
el Teorema , el subespacio V* es estable bajo la accion de Gq (ver ejemplo
y por ende, también lo es V/V ¥ lo que implica que p acttia como

_ (P2 =
P=\o o
Si consideramos la semisimplificacién y nos restringimos a Iy, nos queda
fy 0
SS __
Po = <0 91> :

Por el Teorema obtenemos que 0;(F) = 1 con i = 1,2, y por ende los
caracteres 01,02 quedan bien definidos en I;. Sea o € I, y s una preimagen
del automorfismo de Frobenius. El teorema nos da entonces que 6;(0) =
0;(sos™1) = 0;(0) en I;; para i = 1,2, lo que demuestra que los caracteres 0y, 62
tienen nivel 1 por teorema y por lo tanto, son una potencia del carécter
ciclotomico, es decir, 6; |;,= x}" con o € Z/({ — 1)Z con i = 1,2. De esta forma
0ix, “* es un caracter trivial en I, al que llamaremos ¢€; y de esta forma concluimos

que
o
o X[ €9 *
pz_( 0 X§“61>

donde entonces, €;(Iy) =1 coni=1,2.

Normalicemos 0 < a3 </ -2y 1 <ag <{¢—1y definamos a = min{ay,as}y
b = max{ai,as}. Separamos en dos casos:

1. Si ag # a1 + 1 tomamos

k=1+/Ya+b.
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2. Si ag = aj + 1 la definicién de k va a depender de la ramificacién salvaje.
Para entender la distincion definamos primero K = (K)*(dli)  Entonces
Gal(K/Qp") ~ Gal(Q¢/Q")/ Gal(Q¢/K) = Ir/ ker(pe |1,) = pe(Le). Como
pe(Py) es un subgrupo de py(Iy), definimos K; = KP¢("t). Como py(P;) es un
¢-Sylow dentro de py(1y), Ky es la extension moderada mas grande dentro de
K lo que implica que K; = KNQY. Como P;<11 por el teorema entonces
pe(Pr)<ipe(1y) y de forma analoga tenemos que Gal(K;/Q}") ~ pe(Ie)/pe(Fr).
El diagrama de extensiones queda como se muestra en la figura[5.1] :

pe(Le) K

pe(Le)/ pe(Pr)

nr

4

Figura 5.1: Diagrama de extensiones para el caso en el que la accién de P, es no trivial.

Del hecho de que €;(Iy) = 1 para i = 1,2, del teorema y de que ag =
ay + 1, tenemos que

i) ={ ()7 ) e @)

a1+1
Consideremos el mapa p;(I;) — (Z/0Z)* que manda (x 0 le> —

1+ /21 es decir, que divide los elementos de la diagonal. Es facil chequear

que es un homomorfismo sobreyectivo de grupos cuyo nticleo es py(Fy). Por
lo tanto, Gal(Ky/Q}") ~ (Z/lZ)*.

Como py(1;) es un grupo finito, la extension K/Q}" es finita y por lo tanto
K;/Q}" es una extension finita. Como observamos antes, K; es un subcuer-
po de Qz, asi que usando el teorema m, tenemos que K; C K, para algin
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d. Mas atin, como tenemos que Gal(K;/Q}") ~ (Z/lZ)*, concluimos que
Ky = Qp" (&) por el teorema m

Por otro lado, los elementos de p¢(P;) tienen orden ¢ (puesto que (} “f)g =

((1) 31*) = ($9) porque la caracteristica es £) y como el grupo es finito, enton-
ces

pe(Pe) = [[(Z/02)

J

donde J es un conjunto finito (pongamos m = |.J|). En particular es abeliano.

Esto tltimo nos permite considerar una accion pg(Iy)/pe(Pr) ~ pe(FPy) dada
por (gpe(Pr)).u = gug™'. Esta bien definida puesto que si h € py(P;) entonces
(ghpe(Py)).u = g(huh)~tg~! = gug™! donde en esta tltima igualdad usamos
el hecho de que hu = wuh. Si somos mas precisos, que g € py(I;) implica

o+l . 1 d
que g = ( 0 xo‘1> y que u € pg(Pp) implica que u = <0 1) donde

¢,d € Fy. Entonces

gug~" = <é dlx) (5.2)

Del hecho de que p¢(F) es isomorfo al grupo [[;(Z/¢Z) aditivo, y que
pe(Ly)/pe(Py) ~ (Z/UZ)*, la ecuacion (5.2)) se transforma en siguiente ac-
cion de (Z/LZ)* ~ [ ,(Z/¢Z) dada por

2(g15 - Gm) = (975 -+ Gim)
Usando el teorema [I.28] obtenemos que
1/¢
K = Kt(acl/ e

con x; € (QZ”’)X/(QZ”")XZ para cada i = 1,...,m. Si bien en principio los
elementos son de Ky, se pueden tomar en (Q}")*, puesto que podemos mul-
tiplicar todos sus conjugados por el grupo Gal(K;/Q}").

Como observamos en la seccién posterior a la definicion [T.4] tenemos que
Im(vg,) = Im(vgyr) = Z. Escribiremos vy a la valuacion (-adica. Separamos
£
este caso en dos casos mas:
a) Decimos que la representacion es poco ramificada si
ve(x;) =0 mdbd ¢

para todo ¢ =1,...,m.
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Hipotesis Forma de la Condiciones
‘s Valor de &
del caso representacion deaybd
0, & o= (0700 k=1+ta+b O<a<b<l—1
nivel 2 Pe 1= 0 gtte - at =4 -
0, ¢
nivel 1, " X4 0 14+4la+b (a,b)#(0,0)
) S5 — c = ’ < < </ —
P, acttia P e (O XZ) K { l (a,b) = (0,0) Osasbs(-2
trivialmente

sitag #Aa;+1o0
1+/la+0d ay =a; +1
p;)icz ram;ﬁcidfx 0<ay<f—2
. - s B 2 = Q1 < < /_
P actia oo = X ; k=< la+1)+b muy ramificada 1< @z = -1
no trivial 0 x'e 042 a =min{ag, @}
Siay— o+ 1 b = méx {a, as}
4 muy ramificada
=2

Tabla 5.1: Resumen de los valores de k segiin la representacién.

b) Decimos que la representacion es muy ramificada si no es poco rami-
ficada.

Antes de definir los valores de k para cada caso, hagamos algunas observaciones.
Si estamos en el caso de representacion poco ramificada, podemos tomar los z;
en Z,. En efecto, como los x; se toman modulo (QF")**, si v(x;) = a, entonces

ve(zi(€74)%) = 0y z;(£7%) es otro representante de ; modulo (QF)*~.

Si la representacién es poco ramificada definimos

k=1+la+b=2+ai((+1)]

Si la representacion es muy ramificada definimos

k_{ﬁ(a+1)+b:(a1+1)(e+1) sil#2
B 4 sif=2

La diferencia con el caso poco ramificado es que sumamos £ — 1 si £ # 2 y un

término 2 si ¢ = 2.

Resumimos en la tabla los valores de k segtn el caso:
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5.2.4. Algunas propiedades de k

Teorema 5.3. Sea p : Gg — GLa(Fy) una representacion impar. Entonces

det(p) |Ie: X]Z_l‘

Demostracion. Hay que chequear cada caso de las definiciones de k dada. Veamos
el primer caso de la tabla[5.1] a modo de ejemplo.

En este caso, por la ecuacion (2.1)), tenemos que ' = x,. Entonces
det(p) |1,= 6“0 Tle — gUTD(att) — yath

Ahorak—1=Vla+b=a+b (méd ¢ —1).

El resto de los casos se hacen de la misma forma. O

Teorema 5.4. Sea p : Gg — GLa(Fy) una representacion de Galois impar. Entonces
k=2 siysolo sidetp|r,= x¢ y p es finita en (.

Demostracion. Ver proposicion 4 de [43]. O

Teorema 5.5. Sea E/Q una curva eliptica, £ primo y pge la representacion de
Galois asociada a la curva eliptica.

1. Si E tiene buena reduccion en £ entonces k = 2

2. Si E tiene reduccion multiplicativa en £, entonces

2> si £ w(Am(E)),
k=<{Ll+1 silfv,(A™(E)) yl+#2
4 silfy(A™N(E)) yl=2

Demostracion. 1. Si E tiene buena reduccion en £, p es finita en £, asi que por los

teoremas [5.4] y concluimos que k = 2.

2. En reducciéon multiplicativa, como en el teorema [3.29] tenemos que

Bl = (&.q"") /"

con accion de Galois compatible.

Como o(&) = 52“(0) y o(¢"t) = f;ql/é, donde desconocemos el exponente que
corresponde pero tampoco es importante, tenemos que

~ [ Xe *
PE,e—(O 1>.
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5.3. Aplicacién: Ultimo Teorema de Fermat

Notar que la forma de pg ¢ se corresponde con el ultimo caso de la tabla con
€1 =€ =1y as =a;+1 =1, por lo que debemos distinguir segiin si la representa-
cion es poco ramificada o muy ramificada. Para ellos vemos quienes son en este caso
los cuerpos K y K; del diagramal5.1] En efecto, K = Fix(ker(p |1,)) = Q}"(E[(]) =
Q7" (&es ql/e). Lo estudiado en la seccion muestra que K; = Q}" (&), y enton-
ces el hecho de que la extension sea poco ramificada o no depende de v4(q), que
por la ecuacion (3.5)), es igual a v,(A™"(E)).

Si es poco ramificado, entonces ¢ | v,(A™"(E)) y como (a,b) = (1,0) de la tabla
entonces k = 2 en este caso. Si es muy ramificado, entonces £ { v,(A™"(E))
y como (a,b) = (1,0), entonces k = £+ 1sil # 2y k =4 si{ = 2, dando el
resultado. O

5.3. Aplicacién: Ultimo Teorema de Fermat

La Conjetura de Serre, ofrece una solucion alternativa y rapida al “Ultimo Teo-
rema de Fermat” como explicamos en la introduccién. En esta seccién, volvemos
a explicar el argumento pero siendo mas precisos en los detalles, y utilizando los
teoremas que fuimos mencionando y/o deduciendo a lo largo del documento.

Recordemos que

Teorema 5.6. (Ultimo Teorema de Fermat, Wiles, 1995) Sin > 2 entero, y existen
enteros a, b, c tales que
a+b" =", (5.3)

entonces abc = 0.

El caso n = 3 fue demostrado por Leonard Euler en 1753 y el caso n = 4 lo hi-
zo el propio Pierre de Fermat aproximadamente en el ano 1670. Una demostracién
elemental del caso n = 4 se puede encontrar en el teorema 2C, cap. 1, sec. 2 de |3§]
y una demostracion del caso n = 3 en el teorema 4A, cap. 1, sec. 4 del mismo libro.

Por lo tanto si n > 5, tenemos tres opciones: 0 3 | n, 0 4 | n, o existe un
primo ¢ > 5 tal que ¢ | n. En los primeros dos casos, n = an’ siendo o = 3,4,
asi que si existiese una solucién (a, b, c) € Z? con todos no nulos para n, entonces
(a”/, bnl, c”/) es soluciéon entera con todos no nulos para 3 o 4, que ya sabemos que
no existe. En el tercer caso, n = n’f, y el mismo argumento que antes, nos lleva a
tener una solucion entera con todos no nulos para £. Con esta observacion, alcanza
con probar el teorema [5.6] para cuando n es primo mayor o igual a 5.

Supongamos que tenemos (a, b, ¢) una solucion de enteros no nulos para algin
primo ¢ mayor o igual a 5. Por ser (|5.3]) una ecuacién homogénea, se pueden tomar
(a,b,c) coprimos. Es claro que uno de ellos debe ser par (pongamos b) y como son
coprimos, los otros dos deben ser impares. Para simplificar la notacién, denotemos
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(A,B,C) = (a*, V", cb).
Consideremos la curva eliptica
E:y*=x(x+ A)(x - B).
Entonces E es una curva eliptica definida sobre Q en la cual,
1. Amn(E) =2"842B2C?,
2. N(E) =rad(ABC), es decir,

3. FE tiene reduccién multiplicativa en todos los primos que dividen al discrimi-
nante.

Tener en cuenta que 2 ya esta considerado en ABC porque 2 | b y por ende
219 B2 puesto que £ > 5.

Teorema 5.7. Si £ > 5 primo, entonces pgy es irreducible.

Demostracion. Por la forma de la ecuacion que determina E, tenemos que E[2] C
E(Q). Si pg ¢ fuera reducible, por el teorema E o una curva isdgena posee un
punto de ¢-torsion, lo que implica |Eyor(Q)| > 4¢ > 20, lo cual es absurdo por la
clasificacién de Mazur (teorema [3.14)). O

Apliquemos ahora la Conjetura de Serre. Por el teorema [5.7, pp ¢ es irreduci-
ble. Por el teorema det pp ¢ = Xx¢; en particular, e = 1, pg es impar y k = 2
(méd ¢ —1).

Por el teorema [3.29] el conductor N, , es el producto de los primos p # ¢ de
mala reduccion tal que €1 v,(A™"(E)). Sip # 2y p | abe (pongamos 7 = v,(abc)),
entonces v,(A™"(E)) = 20r. Si p = 2, v2(A(E)) = 20r — 8. Entonces N, = 2.

Con respecto al peso, como £ | vy(A™"(E)) = 2r, entonces k = 2.

La Conjetura de Serre establece que pg, debe ser conjugada a una representa-
cion py con f una forma propia nueva normalizada de S(2,1). Tal forma cuspidal
no existe, lo que da el resultado.

Un hecho fundamental para que esta demostracién funcione para cada primo
£, es que la forma cuspidal f que buscamos no depende de ¢, puesto que el peso
y el nivel en donde debemos buscar es siempre 2. Si hubiese dependido de #, este
argumento hubiese servido s6lo para los primos en los que podamos computar la
dimensién del espacio de formas propias cuspidales y obtengamos que es trivial, que
serfan una cantidad finita. El hecho de poder bajar el nivel y el peso a un nimero
que no depende de ¢ es una especie de resultado de “Level-Lowering” intrinseco en

los teoremas [3.29 y 5.5}
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5.4. Aplicaciéon: Curvas elipticas con conductor primo sobre Q

5.4. Aplicacion: Curvas elipticas con conductor primo so-

bre Q

El objetivo es clasificar las curvas elipticas definidas sobre @Q con conductor
primo. Sea F/Q una curva eliptica tal que N(F) = P con P primo. Por el teorema
3.30, podemos tomar F en su modelo minimal global. Entonces por el comentario
hecho posterior al teorema[3.30] sabemos que los primos que dividen al discriminan-
te son los mismos que los que dividen al conductor, y por lo tanto, A™"(E) = £P™
con m > 1. La idea es utilizar la Conjetura de Serre para reducir la posibilidad de
primos que pueden dividir a m. Para ello, empezamos con el siguiente teoremas:

Teorema 5.8. Sea E/Q una curva eliptica semiestable, £ primo y ‘Amm(E)} una
potencia £-ésima. Entonces E tiene un subgrupo Q-racional de orden £ y £ < 7.

Demostracion. Si ¢ > 7, por el Teorema de Mazur (teorema , pE, es irredu-
cible, aplicando el mismo argumento que en el teorema Como A™"(E) es una
potencia ¢-ésima, entonces £ | I/;,;,(Amm(E)) para todo primo p y entonces por el
teorema Ny, =1y por el teorema k=2.

Por el teorema [3.12] det pg ¢ = X, asi que en particular ¢ = 1. Aplicando la
Conjetura de Serre, pg, es conjugada a una representaciéon py con f una forma
propia nueva normalizada de S2(1,1). Esto nos lleva a una contradiccion puesto
que no existen formas cuspidales de peso 2 y nivel 1. Por lo tanto ¢ < 7.

Una vez més, el hecho de que A™"(E) es una potencia /-ésima y el teorema
nos lleva ahora a que Q(E[¢])/Q es no ramificada fuera de ¢. Si suponemos que F no
tiene un subgrupo Q-racional de orden ¢, entonces F no tiene isogenias racionales de
orden ¢ (puesto que si tuviera, el nicleo de la isogenia seria un subgrupo Q-racional)
y por lo expuesto en la pagina 261 de [40], entonces Gal(Q(E[¢])/Q) = GLa(Fy).

Escribamos d = Aggg)o y 7 = [Q(E[/]) : Q]. Entonces Y™ = ¢ con o
conocido como es explicado en la proposicion 9.2 de [6]. En todos los casos de «

para £ < 7, ]d|1/ " viola cotas inferiores de Odlyzko, que son mejoras a las cotas de
Minkowski (ver teorema 1 de [34]). O

Teorema 5.9. Sea E/Q una curva eliptica con conductor N(E) = P primo y sea
A™n(E) = £P™. Entonces m = 1 salvo finitas clases de isogenia listadas en la

tabla[2.2

Demostracion. Por el comentario posterior a la definicion [3.28] E es semiestable.
Supongamos que m > 1. Entonces, existe ¢ primo tal que ¢ | m. Entonces por el
teorema ¢ <7y hay un subgrupo Q-racional de orden /.

Si ¢ = 2, hay un subgrupo Q-racional de orden 2. En el teorema 2 de [44] se
prueba que entonces F es isdgena a una curva de Setzer-Neumann si P # 17 y hay
dos opciones si P = 17.
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Para ¢ = 3,5,7, |32] demuestra que las tnicas opciones son

Para finalizar este capitulo, describimos en la tabla[5.2]las curvas mencionadas
en el teoremal[5.9 para cuando el discriminante de la curva no es primo. En la tabla
también se indican el conductor y el discriminante de las mismas.

Ec. de la curva /| LMFDB label | Conductor DlSCI:lIr.llnante
minimal
2 3 u—1_2
+aoy =2+ +4r +u
y oy ; , 2
(p = u®+ 64)
11.a2 11 115
17.a2 17 172
17.a3 17 _174
19.a2 19 193
37.b2 37 373

Tabla 5.2: Curvas elipticas de conductor primo cuyo discriminante no es primo
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Capitulo 6

Curvas elipticas en cuerpos cuadraticos

Inspirados en la seccion buscamos clasificar las curvas elipticas de conduc-
tor potencia de primo para algunos cuerpos cuadraticos reales.

Como antecedentes similares, tenemos: para curvas elipticas sobre Q de con-
ductor primo, el articulo |29] de Jean-Frangois Mestre y Joseph Oesterlé, quienes
demostraron el resultado de la seccién sin utilizar la conjetura de Serre. Para
extensiones de Q, en [8], John Cremona y Ariel Pacetti clasifican las curvas elipti-
cas de conductor primo sobre cuerpos cuadraticos imaginarios de niimero de clases
1.

Lo que haremos seréd replicar las ideas expuestas en [8]. Se presentaran, por
supuesto, algunas diferencias con respecto a su estudio. La ventaja principal, es
que, como veremos en la seccion se cuenta con teoremas de modularidad y
Level-Lowering para cuerpos cuadraticos reales. La desventaja, va a radicar en que
para determinar las curvas elipticas posibles, se debe buscar entre las unidades del
anillo de enteros del cuerpo, pero en cuerpos cuadraticos imaginarios, las unidades
son finitas, mientras que en cuerpos cuadréticos reales, son infinitas.

En este capitulo, dedicaremos la seccién a enunciar los resultados ya co-
nocidos (clasicos o modernos) que utilizaremos para la investigacion. En el resto
de las secciones, iremos obteniendo resultados para completar el problema. Para
realizar algunos célculos, se utilizo la herramienta MAGMA (ver [3]), por lo que
los programas escritos seran puestos en un apéndice de este documento y seran
citados conforme se explican los argumentos.

6.1. Resultados conocidos

6.1.1. Sobre las unidades en cuerpos cuadraticos reales

Sea K un cuerpo cuadratico real, entonces K = @(\/3) con d entero positivo y
libre de cuadrados. Veamos un teorema clasico que utilizaremos con frecuencia:



Curvas elipticas en cuerpos cuadraticos

Teorema 6.1. Sea K un cuerpo cuadrdtico real. Entonces

[X(:{il}x{ﬁfc:kEZ}

Demostracion. Como K es cuadratico real, tiene r = 2 encajes reales y s = 0
encajes complejos. Luego aplicar el teorema de las unidades de Dirichlet (Teorema
5.1 de |30]) para obtener que el rango es 1 y que la torsion es {£1} porque el resto
de las raices de la unidad no son reales. O

Tenemos cuatro posibles generadores para la parte libre del grupo de unidades.
Sin embargo, solo uno de ellos es mayor a 1.

Definicion 6.2. Sea K un cuerpo cuadrdtico real. Llamamos unidad fundamental
de K y la denotaremos €, al tinico elemento de O que genera la parte libre y es
mayor a 1.

6.1.2. Formas modulares de Hilbert

Veamos como generalizar las formas modulares clésicas de la seccion [A.1]si aho-
ra tenemos K un cuerpo cuadratico real. El fin de esta generalizacion, es conseguir
un teorema de modularidad que nos permita entender mejor las representaciones
de curvas elipticas sobre K.

Daremos aqui una breve explicaciéon de la generalizacién. Para més detalles, se
recomienda leer el capitulo “Hilbert Modular Forms and Their Applications” de [5].
Para una explicacién resumida, pero que abarca algunos aspectos en los que aqui
no profundizaremos, ver seccion 3.6 de [7]

Para empezar, generalicemos la definicion 1}

Definicion 6.3. Sea N un ideal de Ok . Llamamos subgrupo de congruencia de
nivel N al conjunto

To(N) = {7 € SLy(Ok) 1y = (; i) (méd N)}.

donde la congruencia médulo N es en cada entrada de la matriz.

Al igual que en la seccién , el indice de To(N) en SLy(Ok) es finito y
Io(1) = SLa(Ok).

Como K es un cuerpo cuadratico real, tiene dos encajes distintos 01,09 : K —

R. Como hay dos encajes, consideramos la accion de las matrices de SLa(Ok) sobre
H? segtin los dos encajes posibles.
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Definicion 6.4. En concreto, como en la definicion dada v € SLa(Ok) y
k = (k1, ko) un par de enteros definimos el operador [v],, : CcH* - ™ como:

(F 1])(z,2) = (01(c)z + 01(d)) T (02(c)2" + 02(d)) 7"

o1(a)z + o1(b) oa(a)z’ 4+ o2(b)
F <01(c)z Fou(d) 7a(0)7 + 02(d)>

cuando v = (Z Z)

No es dificil ver que esto generaliza la ecuacion (4.1]), puesto que si K = Q,
solo tendriamos un encaje y Ox = Z.

Definicion 6.5. Sea K un cuerpo cuadrdtica real, k = (k1,k2) un par de enteros y
N < Ok. Una forma modular de Hilbert de peso (ki,ks) y nivel N es una
funcion F : H? — C tal que:

1. F es biholomorfa en H?,
2. Fv), = F para toda v € To(N),

Si comparamos con la definicién [4.5] no estamos imponiendo que F' sea ho-
lomorfa en las ctspides. Esto se debe a que las formas modulares de Hilbert son
automéaticamente holomorfas en las cispides por el principio de Gétzky-Koecher
(ver Teorema 1.20 de [5]). Al igual que en la seccion debido a la definiciéon
de To(MN) tenemos que F' es 1-periodica y podemos considerar una expansion de
Fourier en dos variables para F'.

Definicion 6.6. Si k1 = ko = k diremos peso paralelo k.

A partir de ahora, solo trabajaremos con formas modulares de peso paralelo
k. Denotaremos My (N') al espacio de las formas modulares de peso paralelo k y
nivel V. Una vez méas, cada My (N') es C-espacio vectorial de dimension finita (ver
Teorema 1.33 de [5]) y en casi todos los casos se conoce la dimension.

Definicion 6.7. Sea K un cuerpo cuadrdtica real, k un entero y N' <1 Ok enteros.
Decimos que F : H — C es una forma cuspidal de peso paralelo k y nivel N
%

1. F es una forma modular de peso paralelo k vy nivel N,
2. F o] (00,00) =0, Va € SLa(Ok).

Denotaremos Sk(N') al espacio de formas cuspidales de peso paralelo k y nivel

N.
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Definicion 6.8. Una forma cuspidal se dice normalizada si en su erpansion de
Fourier ai(F) = 1.

Los espacios de formas modulares y cuspidales se pueden computar usando

MAGMA (ver [3]).

Continuando con las analogias con respecto a la seccién [4.1], vemos que podemos
asociar también operadores de Hecke a las formas modulares de Hilbert (ver pagina
32 de [7]) cuyas propiedades son iguales a las expuestas en el Teorema Estos
operadores, junto a una nociéon de producto interno de Petersson (ver definicion
1.30 de |5]) nos permite definir el concepto de forma propia cuspidal nueva como
en la seccion [A.1] y al igual que antes existe una representacion de Galois:

Teorema 6.9. Sea K un cuerpo cuadrdtico real, F una forma de Hilbert propia nue-
va normalizada de Sk(N') y € primo racional. Entonces existe una representacion
de Galois

PF : GK — GLQ(]FZ)

tal que en los primos p 1 IR, la representacion prp no ramifica, y en estos primos
donde no ramifica, tr(pp(Froby)) = ay(F) y det(pr(Froby)) = N(p) siendo N(p)
la norma del primo p .

Demostracion. Ver |48 y [17]. Este ultimo para el caso de peso paralelo 1. O

6.1.3. Teoremas de modularidad y Level-Lowering

Como vimos en la introduccién, contar con teoremas de este tipo es funda-
mental para resolver problemas. Un teorema de modularidad, nos permite asociar
representaciones de Galois de curvas elipticas a representaciones de formas de Hil-
bert propias nuevas normalizadas, y un teorema de Level-Lowering, nos da el dato
sobre el espacio de que peso y nivel debemos buscar. Afortunadamente, tales teo-
remas existen en el caso de cuerpos cuadréticos reales:

Teorema 6.10. (Modularidad) Todas las curvas elipticas sobre cuerpos cuadrdticos
reales son modulares

Demostracion. Ver Teorema 1 de [14]. O

Teorema 6.11. (Level-Lowering) Sea K totalmente real, E/K una curva eliptica
de conductor N, £ un primo racional. Denotemos Aq el discriminante del modelo
minimal de E en q y sean

N
M, = H q, Ny = M,
al |V ¢

£vg(Aq)

donde || significa que q divide ezactamente a N.

Agrequemos ademds que,
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6.2. Estrategia

>5ye(q|l) <l—1 para todo q| ¢,
Q)T =Q(&+&) L K,

E es modular,

PEe es irreducible,

E es semiestable para los q | ¢,

0] vg(Aq) para todo q | L.

Entonces existe una forma modular de Hilbert propia nueva y normalizada F,
de peso paralelo 2 y de nivel Ny tal que pg e ~ pr

Demostracion. Ver Teorema 7 de [15]. O

0.2.

Estrategia

La estrategia puede dividirse en cuatro etapas:

1.

Lo primero que haremos sera usar los Teoremas [6.10] y [6.1]] para trabajar
sobre algunos cuerpos cuadraticos reales que nos permitan decir (en la ma-
yoria de los casos) que las representaciones de curvas elipticas son reducibles

(Teorema [6.12)).

. Luego, buscaremos un analogo al Teorema |3.31| para deducir que las curvas

elipticas cuya representaciéon es reducible, tiene un punto de /-torsién para
algiin ¢ que divide a v,(A™"(E)) (Teorema [6.14]).

. Vamos a reducir las posibilidades de los valores de ¢ usando cotas de Hasse.

. Teniendo pocos valores para ¢ y conociendo la forma de las curvas elipticas

cuando tienen un punto de /-torsiéon para valores pequeiios de £, vamos a
buscar los posibles coeficientes a; de las curvas elipticas.

Esta es en principio la estrategia. Sin embargo, en cada paso, iremos teniendo
casos bordes que deben ser tratados diferente y usando algtn resultado extra. En
este documento sin embargo, no completaremos todos los detalles, y se seguira
trabajando en un futuro con el problema.

6.3.

Resultados generales

Sea K = Q(v/d) cuerpo cuadratico real. Utilizando MAGMA [3], encontra-
mos que para d < 1000, solo d = 2,3,5,13,17,21 cumplen que S3(1) = {0} (ver
'PROGRAMA 1’ en apéndice). En lo que queda del documento, K sera un cuerpo
cuadratico real para alguno de esos valores de d.
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Usando MAGMA, se puede ver también que todos los cuerpos anteriores tienen
nimero de clase 1, y que el ntiimero de clase narrow es igual 1 para casi todos los
cuerpos a excepcion de d = 3 y d = 21, en el cual el niimero de clase narrow es
2. Esto implica por el Teorema que todas las curvas elipticas tienen modelo
minimal global y tiene sentido referirse al discriminante minimal A™"(E).

Sea E/K una curva eliptica con conductor potencia de primo N(E) = p",
siendo p un ideal primo de Ok y n > 0. Por el comentario posterior al Teorema
3.30, sabemos que (A™"(E)) = p™ con m > 0. A lo largo de lo que queda de
capitulo, reservaremos d, n, m y p al uso que les hemos dado hasta ahora.

Teorema 6.12. Sea K algunos de los cuerpos considerados, E /K una curva eliptica
con conductor primo p y m > 1. Sea £ > 5 primo racional tal que £ | m. Entonces
pE es reducible excepto si d = = 5.

Demostracion. Supongamos que pg ¢ es irreducible. La idea es utilizar el Teorema
0. 11]

De las hipotesis de ese teorema, las partes 6 y 5 son porque el conductor de
E es primo. 4, es la suposicion, 3 es el Teorema [6.10]y 1 es porque el cuerpo es
cuadratico y £ > 5.

La condicién 2 debemos mirarla con més detalle. La extension Q(&,)" /Q tiene
grado K_Tl, por lo que si £ > 7, no esta contenida en K que es de grado 2. Si £ =5,
Q(&)* = Q(+v/5) que no esta contenido en K si d # 5. Estando ahora si en las
hipétesis, por el Teorema la representacion pg ¢ se asocia a una forma cuspidal
de Hilbert de peso paralelo 2 y nivel 1. Dado que para los cuerpos K con los que
decidimos trabajar, S2(1) es trivial, llegamos a una contradiccion. O

El Teorema nos deja el primer caso borde que corresponde a (d,¢) = (5,5),
el cual no estudiaremos en este documento.

En la misma linea del Teorema tenemos:

Teorema 6.13. Sea K algunos de los cuerpos considerados, E /K una curva eliptica
con conductor p™ tal que 2 | m. Entonces pg2 es reducible.

Demostracion. Supongamos que pg o es irreducible. Por el ejemplo tenemos
que Gal(K(E[2])/K) ~ S3 o As. Como el nimero de clase es 1, tenemos que
A(E) = ur® con u € O y 7 generador de p.

Supongamos que es S3. Dado que la caracteristica de K es cero, podemos
llevar E a su forma normal de Weierstrass, obteniendo que la curva es de la forma
y?> = f(z) con f de grado 3. En este lugar, tenemos que ¢ = f y por ende
A(g2) = A(f) = 274A(E) = 27 %un?". Como el grupo de Galois es Ss3, el ejemplo
muestra que u no es un cuadrado y por ende K(1/A(FE)) = K(y/u) es un
subcuerpo de K (E|[2]). Por el Teorema [3.29] los primos que pueden ramificar en la
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extension K (E[2])/K son 2 y p. Ahora, como 2 | vp(A,), entonces p no ramifica, y
por lo tanto, solo el 2 puede ramificar. Esto nos lleva a buscar cuerpos L tales que:

» Gal(L/K) = Ss,
= O, no ramifica afuera de 2,

- K(yu)C L

Maés atin, por el Teorema K (y/u) es alguno de K (,/€5), K(/—€5) 0 K(v/—-1),
siendo € la unidad fundamental, y Gal(L/K(y/u)) = Cs. Utilizando 'PROGRA-
MA 2’ copiado en el apéndice, encontramos que no hay ningin cuerpo L en las
condiciones anteriores.

Si ahora el grupo de Galois es Ag, las ideas de la parte anterior sirven y lo que
buscamos es una extensién L tal que

= Gal(L/K) = As,

s Oy no ramifica afuera de 2.

Tampoco encontramos cuerpos en este caso. [l

Faltarfa un analogo a los Teoremas y para £ = 3 que no estudiaremos
en este documento.

El siguiente teorema es un anélogo al Teorema [3.31] presentado en el capitulo

Bl

Teorema 6.14. Sea K algunos de los cuerpos considerados, £ > 3 un primo ra-
cional tal que £ | m y E/K una curva eliptica semiestable para la cual pp g es
reducible. Entonces E o una curva iségena tiene un punto de f-torsion, excepto que
la representacion sea alguna de las siguientes:

X3 * .
1. ~ =3,21 .
PE.¢ < 0 X3> en d = 3,21 con £ que no ramifica

2. pEp = <X€0X3 ;3) en d = 3,21 con ¢ que no ramifica.

0 9
()

4. PE3 <¢8<3 ;Z) en d =13 con v : Gx — F5 que factoriza por el cuerpo

3. pE3 =~ (U’XB *> en d =13, con v : Gg — F que factoriza por el cuerpo
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5. pE3 ~ <w8<3 ;Z) en d = 21 con Y que factoriza por el cuerpo L =

(V=57

6. pp3 =~ <w8<3 ;Z) en d = 21 con Y que factoriza por el cuerpo L =

(y5)

2
7. pE7 ™ (%7 X*1> en d=21.
7

Demostracion. Observar que como el cuerpo es real, si la representacion es irredu-
cible, entonces es absolutamente irreducible (es decir, que es irreducible incluso en
E). En efecto, como el cuerpo es real, existe ¢ € Gx una conjugacion compleja.
Como det pg ¢ = x¢, la conjugaciéon compleja actiia como —1, lo que implica que
sus valores propios son 1 y —1, asi que entonces los vectores propios estan en Fy
porque los valores propios lo estan. Como £ > 2, tenemos que 1 #% —1 y entonces
estos subespacios parten la representacion en 2 a través de la acciéon de conjugacion
compleja. Si estos dos subespacios son invariantes por el resto de los elementos, en-
tonces la representacion seré reducible, si no, seré irreducible. Esto ocurre incluso
en cuerpos de nimeros con al menos un encaje real en C, que es lo que nos permite
asegurar tener una conjugacion compleja en G.

Como pgy es reducible, en alguna base adecuada tenemos que

By =

PE.. 0 6

con 6; : Gg — F/ tales que 0162 = xy, porque es la representacion de una curva
eliptica.

Debido al Teorema, y al hecho de que ¢ | m, sabemos que pg ¢ solo puede
ramificar en lugares finitos arriba de £ y los lugares de infinito, y esto se traslada
a los caracteres 01 y 03. A su vez, el lema 1 de |23], indica que si E es semiestable
y £ no ramifica en K, entonces los caracteres no pueden ramificar en el mismo
primo arriba de £. Si uno de los caracteres es 1, entonces E 0 una curva isdgena
tiene un punto de orden ¢, basados en el mismo argumento que en el Teorema [3.31
Discutamos segiin las posibilidades de £ en K.

Si £ es inerte, entonces solo uno de los caracteres puede ramificar en ¢, y por lo
tanto el otro solo puede ramificar en los lugares de infinito. Para cuerpos donde el
nimero de clases narrow es 1, esto implica que el caracter que no ramifica en ¢ debe
ser trivial. Para cuerpos donde el nimero de clases narrow es 2, esto significa que
uno o ambos caracteres factorizan por la extensiéon abeliana maximal K+ donde
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K no ramifica en ningun lugar finito (ver Teorema. Por lo tanto, E tiene un
punto de /-torsién en K. En los cuerpos que estamos considerando esto solo puede
pasar si d = 3 0 21. En ambos casos, K™ = K (v/—3) y el caracter es 3. Si ninguno
de los caracteres es trivial, tenemos en principio las siguientes combinaciones:

(a) 6p ramifica en £y 03 = x3,
(b) 602 ramifica en £y 6 = ys,

(c) 01 = 02 = x3. Esto ultimo sin embargo no puede ocurrir puesto que 6162 =
X3 =14 x¢ para { > 2.

Si ¢ descompone, entonces £ = [ils. Si ambos primos ramifican en el mismo
caracter, entonces el otro caricter solo puede ramificar en lugares de infinito. El
mismo argumento que el planteado antes, nos lleva a que si uno de ellos no es
trivial, entonces d =3 0 21 y 61 = x3 6 6 = x3.

Consideremos el caso en el que 6; solo ramifica en [; con i = 1,2. Sea u €*
y llamemos u, al elemento de Ix que vale 1 en todas las coordenadas que no son
la valuacion v y u en v. Para simplificar la notacion, llamemos v = (u,u,...) el
encaje por la diagonal de la unidad u. El Teorema [1.23] nos permite considerar
0; = 0; 0 Ppc : Ir — Gal(K®/K) — Fy, asi como x; = x¢ o . Se cumple que

Xe(u) =u  (mdd [;) (6.1)

para ¢ = 1,2. Una vez mas el Teorema nos asegura que 0y (u) = 1 para todo
u € Oj. Del hecho de que 0; solo puede ramificar en [;, co; y en 0oy siendo estos
dos tltimos los lugares del infinito, tenemos que

1= 61 () = 1, )61 (ttoey 01 (100, )- (6.2)

Por otro lado, como 5 no ramifica en [; y xp = évlévg, entonces xy(uy,) = évl(url).
Ademas, 01 (us,) = £1 porque corresponden a los lugares en infinito para ¢ = 1,2,
asi que sustituyendo en la ecuacion (6.2)), obtenemos

Xe(ug,) = 01 (tooy )01 (s, (6.3)

Evaluando la ecuacion (6.3]) en u = efc y utilizando la ecuacion (6.1)) y el hecho

de que 9~1(uool) son caracteres de orden 2 para i = 1, 2, obtenemos que

Xe((€)n) =€ (mod 1) = 1= 01((e})o01 )01 ((€])oc2)

, lo que implica que [ | (6% — 1). Esto da finitos valores posibles para ¢ en cada
uno de los cuerpos que consideramos. Teniendo en cuenta el hecho de que £ tiene
que descomponer y ser mayor a 2 por nuestra hipotesis, solo encontramos el caso
(d,¢) = (13,3). Por lo tanto, 6; : Gx — FJ y solo ramifica en 3, lo que nos lleva
a buscar extensiones L/K de grado 2 que solo ramifiquen en uno de los primos [;

arriba de 3. El PROGRAMA 3 (ver apéndice) da los cuerpos K (\/ Ng“), que
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corresponden bésicamente a tomar raiz cuadrada de dos generadores de los ideales
[1 v [». Este caso se suma a la lista de excepciones.

Si £ ramifica: Aplicando el mismo argumento que en el Teorema 2.5 de [§],
obtenemos que 601 /62 es no ramificado sobre primos finitos. Discutimos segun dos
Casos:

1. Si 01/602 =1, entonces 9% = x¢. Sea L el cuerpo por el cual factoriza 6y,
como 61 : Gg — F; por ser la representacion de una curva eliptica, entonces
[L: K]|¢—1y como ya sabiamos, L/K solo ramifica en ¢ o en lugares
del infinito. A su vez, si 01(0) = 1 entonces x¢(o) = 1, lo que implica que
Gal(K/L) C Gal(K/K(&)) y entonces K(&) C L. Por otro lado, |x¢| =
[K (&) : K] que sera K_Tl si K C Q(&) y serda £ — 1 en caso contrario. En
nuestros cuerpos, sera Z_Tl si d = 5,13,17. Por lo tanto, en d = 5,13,17
podria aparecer un caracter en una extension cuadratica de K (&) que no
ramifique en primos finitos que no dividen a ¢. El programa que hace esto
es el PROGRAMA 3 (ver apéndice) y no encontré ningin cuerpo L. Por lo
tanto, L = K (&) y entonces 0; = Xlg con k < |xe|, que serd £ — 1 o 5771
segiin el valor de d como fue explicado antes. La ecuaciéon 67 = x, implica

que 2k =1 (méd |xe|) que no da soluciones para ninguno de los casos.

2. Si 601/02 # 1. Este caso solo puede ocurrir si el nimero de clases narrow es
mayor a 1, y al igual que como era explicado en el caso de ¢ inerte, entonces
d=3021y6;/02 = x3. Despejando en el determinante de la representacion
obtenemos que 62 = y,x3.

Si d = 3, entonces ¢ = 3 y tanto 61, 3 como x3 factorizan por K(1/—3). De
la ecuacion 6165 = x3, obtenemos que uno de ellos debe ser trivial.

Sid = 21, entonces £ = 3 6 7, y podemos escribir K = Q(v/£¢'). Observar que
£—1

(5% 41
cualquiera de los dos sea /, tenemos que x3 = x,? , y entonces 0? = Xe? -

2410\ 2
Como los primos son de la forma 3 (méd 4), tenemos que (91 /X" =1,

por lo que encontrar #; es equivalente a encontrar un caracter de orden 2,
£+1

que sea igual a 601/ XgT~ Como en los casos anteriores, esto lo haremos bus-
cando una extension L/K de grado 2 que solo ramifique en ¢ y en infinito.
La segunda parte del PROGRAMA 3 (ver apéndice) hace esto y obtenemos
cuatro extensiones posibles:

Para (d, () = (21,3): K( 3-@) K( 3+5/ﬁ> v K(vV=3).

Para (d, /) = (21,7): K(v/=7).
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En el dltimo caso de (d,¢) = (21,3) y en el tnico caso de (d,¢) = (21,7), el
+1 34—1 241

cardcter es x,2 , y por tanto (61,62) = (x, * ,x,* ). Si £ = 3 esto es (01,02) =
(1,x3), y por tanto hay un punto de 3-torsién. Si £ = 7, entonces (61, 62) = (x3, x3).
O

En lo que continta, buscaremos curvas elipticas con puntos de ¢-torsiéon en K,
por lo que excluiremos en este documento, el estudio de curvas elipticas sin puntos
de torsiéon en K con representacion reducible, que corresponde a los casos senala-
dos en el Teorema[6.14] Los casos bordes que aparecieron, no se estudiaran en este
documento.

Veamos el punto 3 de nuestra estrategia, reduciendo los valores posibles para /.
Para ellos daremos dos teoremas. El primero (Teorema es aplicable para cual-
quier curva eliptica con un punto de ¢-torsion. El segundo (Teorema |6.17) agrega
una hipotesis més sobre el primo que divide al conductor.

Empezaremos sin embargo, con un teorema analogo al Teorema [3.14| para cuer-
pos cuadréaticos:

Teorema 6.15. Sea K un cuerpo cuadrdtico y E/K una curva eliptica. Entonces
Eior(K) es alguno de los siguientes grupos:

» Z/NZ, con1 < N <16 o N =18,
Z)27 x ZJ2NZ con N <6,

2)37 x ZJ3NZ con N < 2,

w 7/A7 x 7.]AZ.

Demostracion. Ver teorema de [18]. O

Teorema 6.16. Sea K algunos de los cuerpos considerados, ¢ primo y E/K una
curva eliptica con un punto de £-torsion. Entonces ¢ < 13.

Demostracion. Si P es el punto de ¢-torsion, debe ser un elemento de alguna de
las torsiones posibles del Teorema [6.15] No es dificil ver que entonces £ < 13. [

Teorema 6.17. Sea K algunos de los cuerpos considerados, ¢ primo impar, E/K
una curva eliptica con un punto de {-torsion y conductor N(E) = p" con p ideal
primo de O . Si p 12, entonces

« (<5sid=23,17,
« (< T7sid=5,13,21.
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Demostracion. Sea q ideal primo arriba de 2. Como p 1 2, E tiene buena reduccion
en ¢, y entonces por el Teorema m E(K)[{] = E(Fy). Por el Teorema

#E(Fy) < N(q) + 1+ 2¢/N(q).

En d = 2,3, el namero 2 ramifica, entonces N(q) = 2. En d = 17, el ntumero
2 descompone asi que N(q) =2 y en d = 5,13,21, el namero 2 es primo, asi que
N(q) = 4 por lo que

6 sid=2317
< < 9 M ) .
¢ < #E(F,) < {9 sid=5,13,21. (6:4)
Luego, simplemente usar que £ es primo para obtener el resultado. O

6.4. Curvas elipticas con 2-torsién

En esta seccién nos encargaremos de las curvas elipticas de conductor potencia
de primo impar con un punto de 2-torsién sobre K, en los cuerpos cuadraticos reales
considerados. Sea F/K una curva eliptica en las hipotesis mencionadas antes. Por
el Teorema [3.30] sabemos que E tiene un modelo minimal global

E:y? + arzy + azy = 2° + agx® + asx + as. (6.5)

Si tomamos el cambio de variable y — y — “5-%2 llevamos el modelo anterior
a la forma

E:y? =23+ (ag + (a1/2)2) %+ (ag + aras/2) z + (a6 + (a3/2)2) (6.6)

que es entera en los primos impares puesto que alli 2 es invertible. Debemos sin em-
bargo, hacer este modelo entero en los primos arriba de 2. Para ello, si q = (7) | 2,
vamos a escalar por 727 para un 7 adecuado. La eleccion de r dependera de si la
reducciéon en q de E' es supersingular u ordinaria.

Teorema 6.18. Sea K cuerpo cuadrdtico con nimero de clase 1, E/K una curva
eliptica de conductor potencia primo tmpar con un punto de 2-torsion sobre K con
ecuacion minimal como en (6.5)). Sea q = (7) ideal primo arriba de 2.

» Si E tiene reduccion ordinaria en q, entonces vq(ai1) = 0 y el “scaling” que
hace a integral es x — 2%2x (r = 2ey siendo ey el indice de ramificacion
de 2 en K).

v Si E tiene reduccion supersingular en q, entonces 2 ramifica en K, vq(ar) =1
y el “scaling” que hace a integral es x — 72w (1 =2).

Demostracion. Ver proposicion 5.2 de [§]. O
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Sea (x0,0) el punto de 2-torsion de E. Si tomamos el cambio de variable x —
T — x(, entonces pasamos F a un modelo de la forma

Eup:y® = 2(2* + ax +b) (6.7)
donde ahora el (0,0) es el punto de 2-torsion.

Podemos comparar los discriminantes de los modelos y (6.7)). En efecto, si
A™"(E) es el discriminante de (6.7]), entonces el modelo tiene el mismo dis-
criminante (las traslaciones no cambian el discriminante). Lo siguiente fue aplicar
el Teorema que cambia el discriminante por una potencia 6 del nimero por el
cual x fue escalado. El ultimo cambio de variable fue también una traslaciéon que
tampoco cambia el discriminante. Tenemos entonces que:

210%(a® — 4b) = A(E,y) =

)

{212Amm(E) si E tiene reducciéon ordinaria,

TI2A™n(E)  si E tiene reduccion supersingular.

Como menciondbamos en el Teorema [6.18] el caso de reduccion supersingular,
solo puede ocurrir en cuerpos K donde 2 ramifica. En nuestro caso, estos cuerpos
son cuando d = 2 0 d = 3. Si d = 2, tomamos 7 = /2 y entonces 712 = 20, y
tenemos que

b2 (a® — 4b) = 22A™"(E).

Sid= 3, tomamos 7 = 1 — V3 y entonces 2 = €72 siendo €y = 2 — V3 la
unidad fundamental y entonces

b*(a® — 4b) = e52°A™"(E).

Teorema 6.19. Sea (x¢,0) el punto de 2-torsion de E y E,j, el modelo de E obtenido
como se explic previamente. Entonces:

= Si E tiene reduccion ordinaria y vq(zg) > 0, entonces (vq(a), vq(b)) = (0, 4e2)
y si vq(xg) = 0, entonces (vq(a),vq(b)) = (e2,0).

= Si E tiene reduccion supersingular, entonces vq(zo) = 0 y (vq(a),vq(b)) =
(k,0) con k > 3.

Demostracion. Ver corolario 5.3 de [8]. O

El Teorema [6.19] muestra que alguno de a o b tiene valuaciéon 0 para q en
cualquiera de lo dos casos posibles. Como q es alguno de los primos que divide a 2
(recordar que si 2 descompone en Ok tenemos dos primos arriba de 2), entonces po-
demos escribir (2) = q,qp donde q, = (74) para a = a, b, es un ideal que divide a a.
Observar que ¢, puede ser un ideal primo arriba de 2 o ser (1). Esto va a depender
de la curva eliptica en cuestion y del cuerpo K. En nuestro caso, si d = 5,13, 21,
tenemos que 2 es inerte, y por lo tanto las combinaciones posibles para (74, 7)
son (2,1) o (1,2). En d = 17, tenemos que 2 descompone en los ideales primos
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(2 +/17) y (2 — V/17), y dependiendo de la curva eliptica tenemos cuatro com-
binaciones posibles para (74, 7): (2, 1), (1,2), (2++/17,2—/17), (2—V/17,2+/17).

El siguiente teorema permite reducir las posibilidades para a y b si conocemos
el primo p que divide al conductor de E:

Teorema 6.20. Sea K cuerpo cuadrdtico, Eqp/K una curva eliptica con conductor
potencia de primo impar. Definimos:

» P =gcd(A™"(E),b,a® — 4b) = As? con A libre de cuadrados,

2
. B:a74b

2P
_ 4b

" C_T3P7
~ __ as
" a_TgP'

FEntonces se cumple que

» 0, A, B,C € Ok,

» ged(B,C) =1,

= A B,C solo son divisibles por primos que dividan a 2 y por p,
» j=min {y(b),(a* —4b)} <3,

» GPA=B+C,

= Los wvalores posibles para las valuaciones de las variables anteriores segun p
y segin q (primo arriba de 2), vienen dados por las tablas Y donde
k= vp(A™(E)):

vp(a) | () | vp(a® —4b) | j k w(4) | (B) | B(C)
0 0 >0 0] >0 0 k 0
>1 | 0 0 0 0 0 0 0
0 | >1 0 0|>2par| 0 0 .
>1 ] 1 1 1 3 1 0 0
1 2 > 2 2] >6 0 [k—6] 0
>2 | 2 2 2 6 0 0 0
1 | >3 2 2| >8 par| 0 0 ED
>2 | 3 3 3 9 1 0 0

Tabla 6.1: Distintas opciones de valuaciones p-adicas.

Reciprocamente, dados A, B, C,a € Ok que satisfacen las condiciones de arriba,
P ___2Aa _ AC -
definen una curva eliptica E,j con a = .oy Y b= sy con buena reduccion
fuera de 2p.

Demostracion. Ver Teorema 5.4 de [8]. O
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Reduccion | vy4(a) | vy(b) | vo(a® — 4b) | v4(4d) | v4(A) | v4(B) | vy(O)
Ordinaria 0 4ey 0 6es 0 0 6eo
Supersingular | > 3 0 4 4 0 0 0

Tabla 6.2: Distintas opciones de valuaciones g-adicas.

Definicion 6.21. Sea E/K una curva eliptica. Un twist cuadrdtico de E es una
curva eliptica isomorfa a E en una extension cuadrdtica de K.

Para curvas elipticas de la forma E,j, los twists cuadraticos son de la forma
Eyq a2, con A € K. No es dificil ver que

A(Emb) = /\6A(E)\a,>\2b)7

por lo que el discriminante puede escalarse por potencias sextas si nos restringimos
a estudiar las curvas elipticas moédulo twists cuadraticos. El siguiente resultado
simplifica un poco mas la clasificacién si también trabajamos médulo isogenias:

Teorema 6.22. Sea Eqp una curva eliptica con pardmetros (A, B,C) segin la

notacion del Teorema [6.20 Entonces E_gq 42 g €s isdgena y tiene pardmetros
(A,C,B).

Demostracion. Ver proposicion 5.6 de [8]. O

Teorema 6.23. Sea K algunos de los cuerpos considerados, E /K una curva eliptica
con conductor potencia de primo impar p y con un twist cuadrdtico con buena
reduccion en p. Entonces, las opciones para E son:

1. E tiene reduccion ordinaria sobre K, A = j:e’;mj con w generador de P,
keZvyjeN B=u20 conue OF, C =1y alguno del conjunto
{£(B+C),£(B+C)/es, £(B+C)/m,£(B + C)/esn} es un cuadrado.

2. E tiene reduccion ordinaria en K = Q(v/17), A = ie'fnrj con ™ genera-
dor dep, k € Zyj €N, B=urd conuéc O, C =18y alguno de
{(£(B+C),£(B+C)/es, £(B+C)/m, (B + C)/egn} es un cuadrado (re-
cordar que T, son los generadores de los ideales arriba de 2).

3. E tiene reduccion supersingular en K = Q(v/d) con d = 2,3, A = :I:efmj
con 7 generador de p, k € Z yj € N, B € OF, C = 1 y alguno de
{£(B+C),£(B+C)/ef, £(B+C)/m,=(B + C)/esm} es un cuadrado.

Demostracion. Por la observacion de que podemos escalar el discriminante por po-
tencias sextas, sabemos que k es multiplo de 6. Como tiene mala reduccién en p, no
puede ser multiplo de 12. Luego, k = 6. La tabla[6.1] solo da dos columnas posibles
para k = 6, y en ambos casos, (vp(B), 1(C)) = (0,0). Si miramos la tabla[6.2} solo
uno de B o C puede ser dividido por q. Mas atn, por el Teorema [6.22] podemos
asumir que (v4(B),v4(C)) = (6e2,0) en el caso ordinario. En el caso supersingular,
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(1 (B), 15(C)) = (0,0).

Consideremos primero los cuerpos donde 2 no descompone. Como solo p y q
pueden dividir a B y a C', tenemos que en ambos casos C' es una unidad. Dado que
P es un maximo comun divisor, estd definido a menos de unidades, y por ende se
puede elegir un representante tal que C' = 1. Por otro lado, como la valuacién en
una suma es mayor o igual al minimo de las valuaciones de los elementos, tenemos
que B + C = a?A no es divisible por q, y como p y q son los tinicos primos que
pueden dividir a A (por el Teorema y porque 2 no descompone), concluimos
que A = :te’;ﬂrj con 7 generador de p, k € Z y j € N. Agrupando en a, obtenemos
que alguno del conjunto {+(B+ C),=(B+ C)/es,£(B+C)/m,£(B+C)/esm}
debe ser un cuadrado.

Si 2 descompone, tiene dos ideales primos generados por 71 y T2 arriba, y en-
tonces C' no necesariamente es una unidad, ya que puede ser divisible por el otro
primo arriba de 2. Si C' no es una unidad, entonces C' puede tomarse como 7'26,
escalando por unidades como se explicaba en el parrafo anterior. La potencia sex-
ta, surge de aplicar la tabla [6.2] al primo q2 y el hecho de que si 2 descompone,
entonces eo = 1. En nuestro caso, esto solo puede ocurrir si d = 17 y E tiene
reduccion ordinaria en ambos primos arriba de 2 (porque si no, 2 deberia ramificar
por el Teorema [6.18). Si vq, (C) = 6, entonces la tabla indica que vq,(B) = 0,
y como estamos considerando que vq, (B) = 6, entonces tenemos que B = ur} con
u € Of. El parametro A sigue siendo :I:e’;mj y por lo tanto alguno del conjunto

{£(B+C),£(B+C)/es, £(B+ C)/m,£(B + C)/egm} debe ser un cuadrado.

Consideremos el caso que F tiene reducciéon ordinaria en algin primo arriba
de 2 y C' es una unidad. Por el Teorema [6.18] aplicado como en el parrafo anterior,
tenemos que FE tiene reduccién ordinaria en todos los primos arriba de 2 y por lo
tanto B = u2% con u € Oj en cualquiera de los tres casos de ramificacion del 2.
Las opciones de 7 posibles se obtienen del hecho de que (B, C) = (u25,1).

Si E tiene reduccion supersingular, entonces d = 2,3 y B es también una
unidad. O

No tenemos ejemplos porque no fueron implementados los programas que rea-
lizan los casos del Teorema [6.23)

6.5. Curvas elipticas con 3-torsién

En esta seccion, solo analizaremos el caso de curvas elipticas E/K con conduc-
tor primo impar que tienen puntos de 3-torsiéon en K, donde 3 no ramifica en K.
Las curvas con un punto de 3-torsiéon en K, tienen un modelo de la forma

E:y* +aizy +azy = 2°
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donde (0,0) es el punto de orden 3 (ver [24]). El discriminante para una curva de
esa forma es

A(E) = a%(a? — 27a3),

y por lo tanto az # 0. El cambio de variable admisible, transforma (a1, as)
(ua1,u3az). Por lo tanto, podemos escalar en cada primo q, de forma que q{ a1 o

que q° § ag.

La estrategia seré encontrar la forma que deben tener a; y a3 y luego programar
para encontrar posibles curvas elipticas.

Teorema 6.24. Sea K alguno de los cuerpos considerados donde 3 no ramifica. Sea
E/K una curva eliptica con conductor potencia de primo que tiene un punto de
3-torsion en K. Tenemos los siguientes casos:

1. (a1,a3) = (1, 34), con u € OF y solo un primo p divide a as,

2. (a1,a3) = (1,u), con u € Ok y solo un primo p divide a 1 — 27u,

3. (a1,a3) = (0, ef7r 7, conj,k<2yp|3,

4. (a3, a3) = (w9 (27e5 4+ u), éind) conu € Ok yj,k <2, pt3 yp|a,

5. (af,a3) = (un” + 27ef,€k), conuw € Of, k <2 yr <11 Sip | a en-

tonces 3 < r < 11, p | 3 y vp(ar) = 1 (esta dltima condicion se cumple
automdticamente si r > 3).

6. (a3,a3) = (27ef777 + um? Efﬂ'j), conue O, k<2, 0<j<2yp|3,
7. (a3,a3) = (7rj(2765‘é + 7T3u),6’}7rj) conue O, j,k<2,yp|3,

8. (a3,a3) = (27um! + el},mrj), conue O yk<2,

Demostracion. De forma analoga al Teorema 4.3 de [§], veamos que el modelo es
minimal en todos los primos. En efecto, supongamos que no lo es para algtin primo
q. Por el Teorema 9% | c6 v q*? | A(E). Usando las igualdades de la pagina
42 de [46], se puede ver que el ideal generado por c¢g y A(E) en Z[ai, as] contiene

5y a 3%a3, y por lo tanto q | a1, q | az y por ende v4(az) < 2. Utilizando la
ecuacion del discriminante, obtenemos que v4(A(E)) < 11 lo que nos lleva a una
contradiccion (si q | 3, hay que usar también el hecho de que como 3 no ramifica
en K, 14(27) = 3).

Para inspeccionar en los valores posibles de a1 y a3 separaremos en casos.
(1) Si a; es una unidad, escalando puedo asumir que a; = 1 y entonces

A(E) = a3(1—2T7a3). Observamos que p no puede dividir a ambos factores, puesto
que si lo hace, p | 1. Esto nos da dos casos:
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(1.1) Sip | a3, entonces 1 — 27a3 = u € O (caso 1).
(1.2) Sip| (1 —27a3), entonces az € OF (caso 2).

(2) Si a; = 0, entonces A(E) = —27a3, y como solo un primo divide al discri-
minante, entonces p | 3. Por lo tanto ag = un’ siendo 7 generador de p. Como el
modelo es minimal, entonces j < 2, y escalando la curva por unidades tenemos que
u = el} con k=0,1,2 (caso 3).

(3) Si a1 ¢ O U{0}, separamos segtn p:

(3.1) Si p | a1, entonces p3 { az. Escalando por unidades como en el caso (2.2),
tenemos que ag = € f7r3 con k,j € {0,1,2} (no puede haber otro primo que divida
a az por que el discriminante es potencia de p).

(3.1.1) Si p £ 3, tenemos que up(al) > 3y que vp(—27a3) = vp(az) = j < 3, asi
que vp(a} — 27a3z) = j y entonces a3 — 27az = ur? con u € O). Juntando ambas
expresiones y despejando tenemos que a} = 77 (27¢% 7tu) (Caso 4).

(3.1.2) Sip | 3, separamos en dos casos:
(3.1.2.1) Si yy(a1) = 1, entonces separamos atin mas:

(3.1.2.1.1) Si yy(as) = 0, las valuaciones de vy(a}) y v(—27a3) se igualan y no
podemos saber la valuacion de Vp(az{’—27a3) Lo que si sabemos es que az = e’]i y que
a a3 — 27a3 solo lo divide p, por lo que entonces A(E) = un” = ef ka3 — 27ef) con
ue Of yr=3,..,11 debido a que vy(a$ — 27az) > min {y,(a?), vp(—27a3)} = 3.
Despejando, tenemos que a3 = %}: + 276’} (caso 5).

(3.1.2.1.2) Si vj(az) = j > 1, entonces vy(a} — 27a3) = 3, y por lo tanto
a3 = 27a3 + um® (caso 6).

(3.1.2.2) Si vp(a1) > 2, entonces l/p(al) > 6y vp(—27a3) < 5, asi que entonces
vp(a3 —27a3) = 3+ 4, lo que implica que a3 = 27a3 + 73y = 773(276 + m3u) con
ue Of (caso 7).

(3.2) Si p 1 aj, separamos segin as:

(3.2.1) Si ag ¢ O, entonces p es el Gnico primo que divide a a3. Observar que
sip | (a3 — 27a3), entonces p | a; lo cual es absurdo. Esto muestra entonces que
a3} —27a3 = v € O} . Escalando por u, nos queda uw?v, y por lo tanto podemos
tomar v = e’;c con k = 0,1,2. Por otro lado, a3 = un? y entonces a‘i’ = 27un? + e];c

(caso 8).

(3.2.2) Si ag € Op, escalando podemos tomar a3z = e’} con k = 0,1,2. Ob-
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servemos que p { 3. En efecto, si lo hace, p | (a3 — 27a3) y p | 27a3, y por
lo tanto p | a; lo cual es absurdo. Por otro lado, como en el caso (3.1.2.1.1),
A(E) =ur" = e:}k(a:{’ - 276’}), y entonces a$ = Z‘T’T,: + 276';c (caso b).

O

Como no sabemos quien es p, en el punto 4, a la hora de buscar curvas elip-
ticas, tomamos 7 en funcién de los primos que dividen a (2761;5 + u), de forma
que la expresion de a; sea un cubo. Los puntos 5 y 8, no pueden ser actualmente
implementados en su totalidad, debido que dependen del primo p. Para el resto
de los puntos (incluido un caso del 5), aparecen involucrados una cantidad finita
de primos, que son los que dividen a 3. Los programas que buscan curvas elipticas
usando el Teorema [6.24] se encuentran en PROGRAMA 4 en el apéndice. El mismo
se encuentra separado por procedimientos segin el caso, numerados como en el

Teorema [6.24]

Para el caso 1 buscamos curvas para unidades u = :l:e’]i con k € [—2000, 2000]
y no encontramos ninguna en ninguno de los cuerpos considerados.

Para el caso 2, buscamos curvas en el rango de k € [—2000,2000] para d =
2,5,17. En Q(ﬂ) no obtuvimos curvas, en @(\/5) obtuvimos 160 curvas elipticas
todas con 1 (A(E)) = 1y en Q(v/17) no obtuvimos curvas. Para Q(v/13) bus-
camos en el rango k € [—1000,1000] y obtuvimos 46 curvas elipticas todas con
(A(E)) = 1.

En el caso 3, debemos analizar tres curvas por cada cuerpo. Es claro que
(A(E)) = (277%), por lo que solo en los cuerpos K donde 3 es primo, la cur-
va E va a tener conductor potencia de primo. Estos cuerpos son d = 2,5,17. En
todos los cuerpos, el valor de 1v,(N(E)) depende de j, siendo j = vy(a3), de la
siguiente forma:

) = {5 27
P 5 sij=1,2

En el caso 4, el programa era méas complejo, y buscamos en el rango de k €
[—100, 100] para d = 2,5,13. De la propia demostracion del Teorema obtenia-
mos que vp(A(E)) = 4,8, pero solo obtuvimos curvas con valuacion de discrimi-
nante 8. En Q(v/2) obtuvimos 10 curvas. En Q(v/5) obtuvimos 70 curvas elipticas.
En Q(v/13), obtuvimos 26 curvas. En Q(v/17) no obtuvimos curvas en el rango
de k € [—85,85], aunque sospechamos que existen curvas en el rango entre +80
y £100 puesto que el programa se estancaba ahi. Debido a que son muchas, no
mostraremos los resultados.

En el caso 5, solo para cuando p | 3, en el rango k € [—2000,2000] obtuvimos
25 curvas entre todos los cuerpos considerados. De la propia demostracion del Teo-
rema obtenfamos que v,(A(E)) > 3, pero obtuvimos curvas con valuacion de
discriminante hasta 5 (ver tabla .
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En el caso 6, en el rango de k € [—2000,2000] obtuvimos 9 curvas entre todos
los cuerpos considerados. De la propia demostracién del Teorema [6.24] obteniamos
que V(A(E)) = 3,6 0 9, y obtuvimos curvas en cada uno de los casos (ver tabla

6.3).

Norma . e .
d a az | N(E) de N(E) Discriminante
2,5, 17 6 9 | (3)° 729 —39
-3v2 | 3 | (3)°* 6561 —e;° 3
3v/2 3 | (3)* 6561 —e2 30
5 6 23| (3) 6561 €2 3°
5 S3V2 13 | (3)t | 6561 —e2 30
5 3 23| (3) 6561 —}0 36
5 34+3vV2 | e3] (3) 6561 €l 36

Tabla 6.3: Curvas elipticas en el caso 7 del Teorema m

Finalmente en el caso 7, en el rango de k € [—2000, 2000] obtuvimos 43 curvas
entre todos los cuerpos considerados. De la propia demostracion del Teorema [6.24]
obtenfamos que v, (A(F)) = 3,7 u 11, y obtuvimos curvas en cada uno de los casos.
Debido a que son muchas, no mostraremos los resultados.

Si en analogia con la tabla[5.2] buscamos las curvas elipticas de conductor primo
con v4(A(E)) > 1, no encontramos ninguna en esta seccion.
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d a as | N(E) (EO]I\';(II;) Discriminante
2,5, 17 —6 1] @37 729 —3

2 —3v2 er | (3)? 81 et 33

2 —6+3vV2 || (3) 6561 —e§ 3

2 -3v2 & | (3 6561 —e} 3

2 6-3v2 || (3)? 81 e 33

5 —34+3vV2 || (3) 6561 ;23

5 bodvz 2 (3) 81 €23

5 3 e | (37 81 —e2 3

5 3-8 e (3)} 6561 —e2 3t

5 -3 e | @37 729 —; 3°

5 3+3v2 e (3)3 729 €} 3°

5 3 e (37 729 —€; 3°

5 S5V2 2 (3)3 729 € 33

5 =2 2| (3)2 81 —el0 33

5 32 2| (3) 6561 el 31

5 BV e | (3)° 81 et 33

5 9+3v2 || (3) 6561 e}t 31

13 14+V13 | ef | (23 81 €2 (Y13

13 —5+gj’; € (jﬁ) 81 —e} (1—2?)4

13 7172 13 6? (1+3/§) 81 —€§c (11+\;%3 4

13 5+ V13 | & | (=4 81 el? (1=y12)

17 6 e | (37 81 —e2 3

17 | -24-6/17| & | (3)? 81 €l 33

Tabla 6.4: Curvas elipticas en el caso 6 del Teorema [6.24]

6.6. Curvas elipticas con 5-torsién

Ahora nos encargamos de las curvas elipticas E/K con conductor primo impar
que tienen puntos de 5-torsion en K, donde 5 no ramifica en K. Las curvas con un
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punto de 5-torsién en K, tienen un modelo de la forma
E:y? + (b—a)zy — ab’y = 2> — aba?
con ged(a,b) =1 (ver |24]). El discriminante para una curva de esa forma es
A(E) = a®b°(a® — 11ab — b?),

y por lo tanto a,b # 0. El cambio de variable admisible, transforma (a,b) —
(ua, ub). Por lo tanto, podemos escalar en cada primo ¢, de forma que q{a o que

qfb.

Como en la seccion la estrategia sera encontrar la forma que deben tener
a y by luego programar para encontrar posibles curvas elipticas.

Teorema 6.25. Sea K alguno de los cuerpos considerados donde 5 no ramifica. Sea
E/K una curva eliptica con conductor potencia de primo que tiene un punto de
5-torsion en K. Tenemos los siguientes casos:

1. (a,b) = (1, :l:e’;) tal que (A(E)) = (1+£ llef - ef k) es potencia de un primo.

2. (a,1—=11b—b?) = (1,u) con u € O y tal que (A(E)) = (b°) es potencia de
un primo.

8. (a®* —1la—1,b) = (u,1) conu € OF y tal que (A(E)) = (a°) es potencia de
Uun primo.

Demostracion. Veamos que el modelo es minimal en todos los primos de igual
forma que es hecho en el Teorema 4.7 de [8]. En efecto, como en el Teorema
supongamos que no lo es para un primo q. Por el teorema gt eay q'? | A(E),
donde ¢4 = a — 12a3b + 14a%b? + 12ab® + b%. En el anillo Z[a, b] el ideal generado
por ¢4 y A(E) contiene a 5a'% y 5, que son coprimos salvo en los primos que
dividen a 5. Si q 1 5, entonces divide a uno de a o b y entonces vq(A(F)) < 6. Si
ahora q | 5, entonces, ¢4 = (a + 2b)* =0 (méd q), lo que implica que q | (a + 2b).
Si ponemos ¢ = a + 2b y sustituimos a = ¢ — 2b en la expresion de ¢4 y usamos
el hecho de que q | ¢ y que g% 1 5 porque 5 no ramifica, obtenemos que ¢4 = —5b*
(méd g?). Por otro lado, q 1 b, puesto que si lo hace, q | a, pero estos son coprimos.
Por lo tanto, g2t c4, lo cual es absurdo y entonces E es minimal en q | 5 también.

Sea p el ideal primo que divide al discriminante. El caso de 5-torsion, es mas
sencillo que el de 3-torsion, puesto que A(E) esta compuesto por tres términos que
son dos a dos coprimos, puesto que si divide a dos de ellos, obtenemos que p | a, b.
Esto hace que dos de los tres términos sean unidades.

(1) Si a y b son unidades, escalando podemos asumir que a = 1y b = :i:e’;.

Entonces, basta con ver si (A(E)) = (1+ 116f - ef k) es potencia de un primo.
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(2) Siay a®?— 11ab— b? son unidades, escalando podemos asumir que a = 1y
entonces 1 — 116 — b = w con u € O . Luego, se resuelve b en Ok y se chequea
que (A(E)) = (b°) sea potencia de un primo.

(3) Si by a? — 11ab — b? son unidades, escalando podemos asumir que b =1y
entonces a> — 1la — 1 = u con u € O . Luego, se resuelve a en Ok y se chequea
que (A(E)) = (a®) sea potencia de un primo.

O

Los programas que buscan curvas elipticas usando el Teorema se encuen-
tran en PROGRAMA 5 en el apéndice. El mismo se encuentra separado por pro-
cedimientos segiin el caso, numerados como en el Teorema [6.25

Para el caso 1 buscamos curvas para unidades u = :I:e]]‘é con k € [—750, 750] para

d =2,3,13,21. En Q(v/2) obtuvimos 56 curvas de las cuales 4 tenfan v, (A(E)) > 1,
siendo de hecho igual a 2 en los 4 casos. En Q(v/3) obtuvimos 64 curvas elipticas
todas con v, (A(E)) = 1. En Q(v/13) obtuvimos 22 curvas donde solo dos de ellas
tenfan v,(A(E)) > 1, siendo de hecho igual a 2. Para Q(v/21) obtuvimos 2 cur-
vas, ambas con 4(A(E)) = 1. Finalmente, para Q(v/17) buscamos en el rango
k € [-500,500] y obtuvimos 18 curvas elipticas todas con v,(A(E)) = 1. Como en
la seccion mostramos en la tabla solo las curvas con v, (A(E)) > 1.

dla| b | N(E) (EOJI\}I?EE‘) Discriminante
2 [1] -] (57 625 —e,° 5
2 [1] ' | (3)! 9 —e,° 3
2 [ 1| —e | 3) 9 —e} 3
2 [1] & | (57 625 —ef 5
131 ¢° | (57 625 ;"5
13]1] =€ | (5)? 625 e 52

Tabla 6.5: Curvas elipticas en el caso 1.

Para el caso 2, en el rango de k € [—2000,2000] obtuvimos 1 curva racional.
De la propia demostracion del Teorema obtenfamos que v,(A(FE)) debia ser
un multiplo de 5 y de hecho, es 5 (ver tabla . Esta curva obtenida es la curva
11.a2 segun la nomenclatura de [26], que también aparecia en la tabla

Finalmente para el caso 3, en el rango de k € [—2000, 2000] obtuvimos 1 curva
racional. De la propia demostraciéon del Teorema obtenfamos que v, (A(E))
debia ser un multiplo de 5 y de hecho, es 5 (ver tabla . Esta curva obtenida

es también la curva 11.a2 segtin la nomenclatura de 26|, que mostrabamos en la
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Norma e
d al| b | NE) de N(E) Discriminante
2,3,13,17, 21 | 1| —11 | (1O)* | 121 11

Tabla 6.6: Curvas elipticas en el caso 2.

tabla con un cambio de variable con respecto a la del caso 2.

Norma C
d a | b|NE) de N(E) Discriminante
2,3,13,17,21 | 11 | 1 | (11)! 121 —11°

Tabla 6.7: Curvas elipticas en el caso 3.

Observar que la tabla agrega nuestras dos primeras curvas no racionales
con conductor primo y discriminante no primo. Es claro que una es la conjugada
de la otra, por lo que nos importa solo una de ellas. El buscador de |26], muestra
que esta curva estd documentada, rotulada como 9.1-a2.

6.7. Curvas elipticas con 7-torsion

Ahora nos encargamos de las curvas elipticas E/K con conductor primo impar
que tienen puntos de 7-torsién en K. Las curvas con un punto de 7-torsién en K,
tienen un modelo de la forma

E:y* + (0* +ab— a®)ay — (a®b® — a®bY)y = 2 — (a®b — a?b?)2?
con ged(a,b) =1 (ver |24]). El discriminante para una curva de esa forma es
A(E) =a"b (a — b)"(a® — 8a%b + 5ab* + b?),

y por lo tanto a,b # 0. En la prueba, consideraremos dos cambios de variables
admisibles. El cambio admisible (z,y) + (u?z,u®y), con u = a2 transforma
(a,b) — (1,a='b) y con u = b~? transforma (a,b) — (b~ ta,1).

Como en la secciones [6.5]y la estrategia sera encontrar la forma que deben
tener a y b y luego programar para encontrar posibles curvas elipticas.

Teorema 6.26. Sea K alguno de los cuerpos considerados donde 7 no ramifica. Sea
E/K una curva eliptica con conductor potencia de primo que tiene un punto de
T-torsion en K. Tenemos los siguientes casos:

1. (a,b) = (1, :I:el}) tal que (A(E)) = ((1qiel})7(1:|:8elj‘é—|—5e?k:|:6§k)) es potencia
de un primo.
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2. (a,(1=b)"(1 —8b+5b>+ b)) = (1,u) conu € OF y tal que (A(E)) = (b7)
es potencia de un primo.

3. ((a—1)"(a® —8a® +5a+1),b) = (u,1) conu € O y tal que (A(E)) = (a")
es potencia de un primo.

Demostracion. Como en el Teorema tenemos que gced(A(FE),cq) puede ser
divisible solo por primos arriba de 7. En los cuerpos donde 7 no ramifica, un argu-
mento similar al del Teorema demuestra que el modelo de E mencionado al
comienzo de la seccién es minimal.

Sea p el ideal primo que divide al discriminante. Separemos A(E) en tres tér-
minos: a’, b7 y (a — b)"(a® — 8a®b + 5ab? + b*). Como en el Teorema estos
tres términos deben ser dos a dos coprimos, puesto que si divide a dos de ellos,
obtenemos que p | a,b. Esto hace que dos de los tres términos sean unidades.

(1) Si a y b son unidades, escalando por u = a2, podemos asumir que a = 1y
b= :l:eljﬁ. Entonces, basta con ver si
(AE)=(1F e§)7(1 F 86’}' + 5efck + e?k)) es potencia de un primo.

(2) Siay (a—b)"(a®—8a?b+5ab®+b®) son unidades, escalando como en el caso
anterior, podemos asumir que a = 1 y entonces (1 —b)7(1 — 8b+ 5b2 + b3) = u con
u € OF. Luego, se resuelve b en Ok y se chequea que (A(E)) = (b7) sea potencia
de un primo.

(3)Siay (a—b)"(a®—8a?b + 5ab? + b%) son unidades, escalando por u = b2
podemos asumir que b = 1y entonces (a —1)"(a® —8a?+5a+1) = u con u € OF.
Luego, se resuelve a en Ok y se chequea que (A(F)) = (a”) sea potencia de un
primo.

O

Los programas que buscan curvas elipticas usando el Teorema [6.26] se encuen-
tran en PROGRAMA 6 en el apéndice. El mismo se encuentra separado por pro-
cedimientos segin el caso, numerados como en el Teorema [6.26]

Para el caso 1 buscamos curvas para unidades u = iel} con k € [—750,750]

para todos los cuerpos considerados. El inico cuerpo en el que aparecen curvas es
Q(V/5), en el cual obtuvimos 6 curvas todas con vy(N(E)) = vp(A(E)) = 1 (ver

tabla .

Para los casos 2 y 3, buscamos curvas en el rango de k € [—2000,2000] y no
obtuvimos ninguna en ninguno de los cuerpos considerados.
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dlal| b N(E) (EO]I\}I?E) Discriminante
51| ¢ | (B50)! 41 —e 2 13
51| -t | (B2 ] 41 — 1845

511 6;1 (132\/5)1 41 _6;24 1345\/5
51| - [ (B350 41 —e2t 1S5
511 ¢ | (B0) 41 —18—/5

511 & | (B 4 —e2t 1S5

Tabla 6.8: Curvas elipticas en el caso 1.




Apéndice A
Programas en MAGMA

En este capitulo, simplemente copiamos el cdédigo de los programas utilizados
para realizar operaciones del capitulo [6]

A.1. PROGRAMA 1

En este programa calculamos los cuerpos cuadraticos para el cual el espacio de
formas cuspidales nuevas es trivial. Implementado en MAGMA.

N := 1000;

for d in [2..N] do
printf ".";
if IsSquarefree(d) then
K := QuadraticField (d);
if Dimension (NewSubspace(HilbertCuspForms (K, 1x
Integers(K)))) eq 0 then
print ".";
print d;
end if;
end if;
end for;

A.2. PROGRAMA 2

Programa que busca extensiones de grado 3 para una determinada extensiéon
de un cuerpo K. Implementado en MAGMA.

for d in [2,3,5,13,17,21]| do
K:=QuadraticField (d);
S<y> := PolynomialRing (K) ;




Programas en MAGMA

eps := FundamentalUnit (K) ;
C := {eps, —eps, —1, 1};
for u in C do

case u:
when eps: print "Caso_d_=_", d, "con_
extensi n_cuadr tica_de_eps";
when —eps: print "Caso_d_=_", d, "con._
extensi n_cuadr tica_de_—eps";
when —1: print "Caso_d_=_", d, "con_
extensi n_cuadr tica_de_—1";
when 1: print "Caso_d_=_", d, "con_
extensi n_cuadr tica_de_1";
end case;

Ku := SplittingField (y~2—u);
P:=Factorization (2« Integers (Ku)) [1,1];
ray , m := RayClassGroup (P, [1..# RealPlaces(Ku)]) ;
rayl, t := Hom(ray, AbelianGroup ([3]));
for x in rayl do
if x ne Oxx then
print NumberField (
AbelianExtension (Inverse (t(x)
ym) ) ;
end if;
end for;
end for;
end for;

A.3. PROGRAMA 3

Programa que calcula los cuerpos donde pueden haber caracteres no triviales
segun los casos del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
// | DESCOMPONE

K := QuadraticField (13);
print "(d71>u:u(", 13, ",", 3, n):u;
rayl, ml := RayClassGroup (3xIntegers (K) ,[1,2]);
rayll, t1 := Hom(rayl, AbelianGroup ([2]));
for x in rayll do

if x ne Oxx then

print NumberField (AbelianExtension (Inverse (t1(x))
xml) ) ;

end if;

end for;

//CASO thetal/theta2 = 1.
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S<y> :=

end for;
end for;

print "CASO_thet
for d in [3,21]
K := Qu
for 1 in

end for;
end for;

print "CASO_thetal /theta2 _=_1";

for d in [5,13,17] do
K:=QuadraticField (d);

for 1 in ramifiedprimes(d) do

//CASO thetal/theta2 != 1.

A.4. PROGRAMA 4

PolynomialRing (Integers (K));

print "(d71)_,:\_,(", d, ",", 1, u):u;
L := SplittingField (y~1-1);
P:=Factorization (1xIntegers(L))[1,1];
ray , m := RayClassGroup (P);
rayl, t := Hom(ray, AbelianGroup ([2]));
for x in rayl do
if x ne Oxx then
print NumberField (
AbelianExtension (Inverse (t(x)

)*m) ) ;
end if;
end for;
al/theta2_!=_1";
do
adraticField (d);
ramifiedprimes(d) do
priIlt H(d71)h‘:u(ﬂ’ d7 "7") 1’ ”):";

P:=Factorization (1xIntegers (K))[1,1];
ray , m := RayClassGroup (P,[1,2]);
rayl, t := Hom(ray, AbelianGroup ([2]));
for x in rayl do
if x ne Oxx then
print NumberField (
AbelianExtension (Inverse (t(x)
) *m) ) ;
end if;
end for;

A.4. PROGRAMA 4

Caso 1 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";

procedure EC3torsionl (d, minN, maxN)
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K := QuadraticField(d);

OK := Integers (K);
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN..maxN]| do
printf ".";
for s in [—1,1] do

a3 := (1 + s x eps~k)/27;
if (a3 in OK) and (a3 ne 0) then
if IsPP(a3°3+«0K) then

print ".":
print "Curva_eliptica:" , s, "|", k , "|"
L u|n7 a3, n|n;
curveinformation (K!1,0 ,K!a3,0,0,0K) ;
end if;
end if;
end for;
end for;

end procedure;

Caso 2 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC3torsion2(d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);

OK Integers (K) ;

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN..maxN| do
printf ".";
for s in [—1,1] do

a3 := s x eps’k;
if IsPP((1-27xa3)*0K) then
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|", k , "|", "1"
"l" a3 "l".
curveinformation (K!1,0,K!a3,0,0,0K) ;
end if;
end for;
end for;
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end procedure;

Caso 3 del teorema [6.24] Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC3torsion4 (d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);

OK := Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

if (#Factorization (3xOK) eq 1) then
_, pi := IsPrincipal (Factorization (3«OK) [1,1]) ;
for k in [0..2] do
for j in [0..2] do
a3 := eps kxpi”j;

print ".":
print "Curva_eliptica:" , k , "|" j , "|[", "0O"
u|u, a3 | u|u;
curveinformation (0,0 ,K!a3,0,0,0K) ;
end for;
end for;

end if;

end procedure;

Caso 4 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC3torsionb (d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);

OK := Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN..maxN]|] do
printf ".";

for k in [0,1,2] do

for s in [—-1,1] do

a := 27xeps"k + sxeps”t;
pi, j := almostcube(d, a);
if pi ne 0 then

ald := pi~jxa;
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if (not IsDivisibleBy (3, pi)) and (IsDivisibleBy (al3, pi)
) then
if (#Roots(x"3 — al3) ne 0) then
a3 := eps"k x pi~j;
for al in Roots(x"3 — al3) do
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|",
t u|n, k, u|u, 31[1]’ u|n,
a3, u|n;
curveinformation (K!al[1],0,K!a3
,0,0,0K) ;
end for;
end if;
end if;

7

end if;
end for;
end for;

end for;

end procedure;

Caso 5 del teorema para cuando p | a;. Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC3torsion6(d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);

OK := Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;

eps := FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN..maxN]| do
printf ".";

for p in Factorization (3*xOK) do

for k in [0,1,2] do

for s in [—1,1] do

for r in [3..11] do

_, pi := IsPrincipal(p[1l]);

al3 := sxeps”(t—3xk)*pi°r + 27xeps k;

if (#Roots(x"3 — al3) ne 0) then
a3d eps~k;
for al in Roots(x"3 — al3) do
if (r gt 3) or ((r eq 3) and (Valuation(K!al[1]
p[1]) eq 1)) then
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|", ¢t , "|"
.k, n‘n7 31[1], n|u’ a3, n‘u;

)
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curveinformation (K!'al[1],0,K!a3,0,0,0K) ;
end if;
end for;

end if;
end for;
end for;
end for;
end for;

)

end for;

)

end procedure;

Caso 6 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC3torsion7(d, minN, maxN)

K := QuadraticField(d);

OK := Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN..maxN] do
printf ".";

in Factorization (3*xOK) do

in [0,1,2] do

in [—1,1] do

in [1,2] do

for
for
for
for

N

., pi := IsPrincipal(p[1l]);
al3 27+xeps k*xpi~j 4 sxeps”txpi~3;

if (#Roots(x~3 —al3) ne 0) then

a3 := eps kxpi”j;
for al in Roots(x"3 — al3) do
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|", ¢t , "|", k, "|"
, 31[1], u|u7 a3, u|u;
curveinformation (K!al[1],0,K!a3,0,0,0K);
end for;
end if;
end for;
end for;
end for;
end for;
end for;

end procedure;
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Caso 7 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";

procedure EC3torsion8(d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);

OK :=
x> =
eps

for t in
for p in
for k in
for s in
for j in
_ pl -
al3

Integers (K) ;
PolynomialRing (K) ;
:= FundamentalUnit (OK) ;

[minN .. maxN]| do
printf ".";
Factorization (3xOK) do
[0,1,2] do

[-1,1] do

[0,1,2] do

IsPrincipal (p[1]);

:= pi~jx(2Txeps”k + pi~3xsxeps”t);

if (#Roots(x"3 — al3) ne 0) then

end

end
end
end
end
end

end

if;
for;
for;
for;
for;
for;

3

a3 := eps kxpi~j;
for al in Roots(x"3 — al3) do

non.
N )

print

print "Curva_eliptica:" |, s, "|", ¢
, al[l]’ |||"’ 3437 |||";

curveinformation (K!al[1],0,K!a3,0,0,0K);

end for;

procedure;

, N|l!

k

|||"

) )

En los procedimientos anteriores se usan algunas funciones auxiliares que lis-

tamos aqui:

IsPP, revisa si la norma es potencia de primo (que es mas facil) y si eso funcio-
na lo factoriza. Esto es para evitar factorizar innecesariamente que es mas complejo

para MAGMA.

function IsPP(I)

if not IsPrimePower(Norm(I)) then
return false;
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end if;

return #Factorization(I) eq 1;
end function;

curveinformation, es un procedimiento que despliega datos de una curva da-
da en el siguiente formato:

(generador ideal primo) | (potencia en el conductor) | (norma del conductor) |
(discriminante) | (potencia en el discriminante);

procedure curveinformation (al,a2,a3 a4, a6, OK)

E EllipticCurve ([al,a2,a3,ad,a6]);
C := Conductor(E);

Cfact := Factorization (C);

D := Discriminant (E);

Dfact := Factorization (D+OK) ;

print Cfact[1,1], "|", Cfact[1,2], "|", Norm(C), "|", D, "|",
Dfact [1,2];

end procedure;

Para el caso 5, utilizamos la funcién auxiliar almostcube que acomoda, si es
posible, para que un elemento sea un cubo multiplicado por un primo.

function almostcube(d, a)

K := QuadraticField (d);
OK := Integers (K);

P := Factorization (axOK) ;
cont := O0;

pi = 1;

joi= 0

for p in P do
if ((p[2] mod 3) ne 0) and (cont lt 2) then
cont := cont + 1;
b, pi := IsPrincipal(p[1l]);
j = 3 = (p[2] mod 3);
end if;
end for;

if (cont 1t 2) then
return pi, j;
else

return 0, O0;
end if;
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‘ end function;

A.5. PROGRAMA 5

Tres casos para el calculo de curvas elipticas sobre los cuerpos K consideradaos

con un punto de 5-torsion.

Caso 1 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure ECb5torsionl (d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);
OK := Integers (K);
_<x> PolynomialRing (
eps

K);
FundamentalUnit (OK) ;

)

for k in [minN..maxN| do
printf ".";
for s in [—1,1] do

b := s*xeps”k;
if IsPP((1-11%xb—b"2)xOK) then
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|", k , "|", "1"
"l"7 b , lll";
curveinformation (K!(b-1),-K!b,—-K!b~2,0,0,0K) ;
end if;
end for;
end for;

end procedure;

Caso 2 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC5torsion2(d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);
OK Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps FundamentalUnit (OK) ;

)

for k in |[minN..maxN]| do
printf ".";

)
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for s in [—1,1] do
if (#Roots(x"2 + 1lxx + sxeps”"k—1) ne 0) then
for b in Roots(x"2 + 1lxx + sxeps~k—1) do
if (b[1] ne 0) then

3 n n.
print ".";
print "Curva_eliptica:" |, s, "|",
n n n n n n n
k ) | ) 1 9 | ’ b[l] ? |

n.
)

curveinformation (K!(b[1]-1),-K!b
[1] ’ _K'b[llAQ vO aO aOK) )

end if;
end for;
end if;
end for;
end for;

end procedure;

Caso 3 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure EC5torsion3 (d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);
OK := Integers (K);
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

7

for k in [minN..maxN]| do
printf ".";
for s in [—1,1] do
if (#Roots(x"2 — 1lxx — sxeps”k — 1) ne 0) then
for a in Roots(x"2 — 1lxx — s*xeps"k — 1) do
if (a[l] ne 0) then

: n n.
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|",
n n n n n n n
k s | 5 3[1] ; | 5 1 ) |

n.
)

curveinformation (K!(1—a[1l]),-K'a
[1],-K'!a[1],0,0 ,0K);
end if;
end for;
end if;
end for;

end for;

end procedure;
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A.6. PROGRAMA 6

Tres casos para el calculo de curvas elipticas sobre los cuerpos K considerados
con un punto de 7-torsion.

Caso 1 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure ECTtorsionl (d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);
OK := Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps FundamentalUnit (OK) ;

)

for k in [minN..maxN| do

printf ".";
for s in [—1,1] do
b := s*xeps”k;

if (b ne 1) then
if IsPP((1—b) "7*(1—8+b+5xb~2+b"3)*0K) then
print ".";
print "Curva_eliptica:" , s, "|", k , "|"
"1" , ”|”7 b , |||||;
curveinformation (K!(b~2+b—1) K!(b~2-b) K
'(b~4-b~3) ,0,0,0K) ;
end if;
end if;
end for;
end for;

end procedure;

Caso 2 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure ECTtorsion2(d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);
OK Integers (K) ;

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

)

for k in [minN..maxN| do
printf ".";
for s in [—1,1] do
if (#Roots((1—x) " 7T*x(1—8xx+5xx"2+x"3)—s*eps~k) ne 0) then
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for b in Roots((1—x) " 7%(1—8+x+5+x"2+x"3)—s*eps k)

do
if (b[1] ne 0) then
print ".":
print "Curva_eliptica:" | s, "|",
k , |l|"7 Hlll7 |l|"7 b[l] , "|
n.
curveinformation (K!(b[1]~2+Db
[1]-1) K!(b[1]"2-=b[1]) ,K!(Db
[1]"4—-b[1]~3) ,0,0,0K);
end if;
end for;
end if;
end for;
end for;

end procedure;

Caso 3 del teorema Implementado en MAGMA.

load "funciones auxiliares.m";
procedure ECTtorsion3 (d, minN, maxN)

K := QuadraticField (d);
OK := Integers (K);

_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

)

for k in [minN..maxN]| do
printf ".";
for s in [—1,1] do
if (#Roots((x—1)"7%(x"3—8+x"2+5+x+1)—s*eps”k) ne 0) then
for a in Roots((x—1)"7x(x"3—8%x"2+5+x+1)—s*eps k)
do
if (a[l] ne 0) then
print ".";
print "Curva_eliptica:" |, "=" "]
"ok, u|n7 a[l], n|n’ L5 L
H‘H;
curveinformation (K!(1+a[l]—a
[1]72) ,K!(a[l]"2—a[1]"3) K!(a
[1]"2—a[1]~3) ,0,0,0K);
end if;
end for;
end if;
end for;
end for;

end procedure;
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