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Prefacio

Este documento corresponde a mi tesis de Maestría en Matemática, más pre-
cisamente en la rama de Teoría de Números.

Se pueden marcar dos objetivos claros en este trabajo. En primer instancia,
entender la Conjetura de Serre y todos los objetos matemáticos involucrados en su
enunciado. Además, se agregan dos aplicaciones de la misma: el Último Teorema
de Fermat y clasificar todas las curvas elípticas sobre Q de conductor primo.

Justamente la última aplicación motiva el segundo objetivo de este documento
que es estudiar e intentar clasificar todas las curvas elípticas de conductor poten-
cia de primo en algunos cuerpos cuadráticos reales. Este último objetivo es algo
novedoso, puesto que aún no existen resultados publicados.

Con respecto a los requisitos para entender este trabajo, mencionaremos ahora
algunas de las herramientas que utilizaremos libremente. Se asumirán conocidos
conceptos de materias de cualquier carrera de grado de matemática. Conceptos de
grupos, anillos, cuerpos y teoría de Galois, así como análisis complejo. Se asumirán
también cuestiones de Geometría Algebraica clásica y Teoría de Números clásica.

Con respecto a Teoría de Números Algebraicos (TNA), se asumirán muchas
ideas de cuerpos locales y globales, pero dejaremos referencia a algunos libros al
comienzo del capítulo 1. Algo similar haremos con representaciones de grupos, cur-
vas elípticas y formas modulares clásicas, en las que se hará un breve resumen de
lo necesario en las secciones 2.1, 3.1 y 4.1 respectivamente, pero se dejarán algunas
referencias para mayor detalle al comienzo de cada capítulo correspondiente.

El documento está dividido en 7 capítulos. Los primeros cinco serán para intro-
ducir las herramientas necesarias para los últimos dos capítulos, donde realmente se
exponen los objetivos planteados al comienzo. Un teorista de números experimen-
tado no encontrará nada realmente novedoso hasta el capítulo 4 de este documento
en los que salvo excepciones, enunciaremos los teoremas necesarios referenciando
la demostración.

En el capítulo , expondremos como se relacionan los objetos matemáticos que
definiremos utilizando como ejemplo el Último Teorema de Fermat.



En el capítulo 1, introduciremos las extensiones no ramificadas y moderadas
puesto que el estudio de su acción es importante para enunciar la Conjetura de Se-
rre. También definiremos los grupos de ramificación en su versión más general y por
último definiremos idèles, ray class group y enunciaremos el teorema fundamental
de la teoría de Kummer. Los resultados expuestos en estas últimas secciones serán
utilizados principalmente en el estudio de curvas con conductor potencia de primo
sobre cuerpos cuadráticos reales.

En el capítulo 2 nos enfocaremos en representaciones de Galois de dimensión
2. Dedicaremos una sección breve al carácter ciclotómico puesto que aparece en las
representaciones de Galois que más nos van a interesar, que son las de curvas elíp-
ticas y las de formas modulares. Las últimas secciones las dedicaremos a caracteres
en GQ e Il,t, que serán utilizados para desarrollar la Conjetura de Serre.

En el capítulo 3 daremos resultados de curvas elípticas. Primero las definiremos
sobre cualquier cuerpo; luego introduciremos las representaciones de curva elípti-
cas, daremos algunos resultados sobre isogenias y finalmente nos enfocaremos en
curvas elípticas sobre cuerpos locales y cuerpos de números.

En el capítulo 4 introduciremos las formas modulares. Comenzaremos dando un
breve resumen de formas modulares clásicas, para luego definir las que utilizaremos
para enunciar la Conjetura de Serre, que son las formas modulares módulo `. En
la última sección daremos una idea de como se construyen las representaciones de
Galois para formas modulares módulo `.

En el capítulo 5 utilizaremos los resultados necesarios de los capítulos anterio-
res para enunciar la Conjetura de Serre. Las últimas dos secciones las dedicaremos
para mostrar dos aplicaciones de las mismas, que fueron dadas por Jean Pierre
Serre en el artículo donde presentó la conjetura. Como fue mencionado antes, estas
aplicaciones son el Último Teorema de Fermat y clasificar todas las curvas elípticas
sobre Q de conductor primo.

Por último, en el capítulo 6 encontraremos el estudio de curvas elípticas con
conductor potencia de primo sobre algunos cuerpos cuadráticos reales. La primer
sección será extender el concepto de formas modulares clásicas a formas modulares
de Hilbert. Lo siguiente será enunciar y referenciar resultados de modularidad aso-
ciados a cuerpos cuadráticos reales conocidos y que serán utilizados en las secciones
siguientes para la clasificación. Cabe mencionar que el trabajo no está terminado
y los resultados obtenidos son parciales.

A lo largo del capítulo 6 utilizaremos herramientas computacionales para com-
plementar los resultados teóricos. Es por eso que en el apéndice, adjuntamos el
código de los programas realizados.
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Introducción

Consideremos el “Último Teorema de Fermat” como puntapié a las herramientas
que vamos a exponer. El “Último Teorema de Fermat”, enuncia que si n es un entero
mayor a 2, y existen enteros a, b, c tales que

an + bn = cn (0.1)

entonces abc = 0.

Es claro que si, por ejemplo b = 0, entonces poniendo a = c, tenemos infinitas
soluciones enteras al problema. Esto lo podemos hacer siempre que uno de los tres
términos sea cero. Llamaremos soluciones triviales a este tipo de soluciones. Otra
forma distinta de enunciar el teorema es decir entonces que no hay soluciones no
triviales si n > 2.

Uno se encuentra entonces con un problema en el cual no puede “chequear” a
mano todos los casos, ni de a, ni de b, ni de c, ni de n, porque son infinitos. Es
aquí cuando la matemática necesita de estrategias diferentes y de nueva formas y
objetos para atacar el problema.

La estrategia es simple y es la siguiente (que es muy usual en problemas mate-
máticos): asociarle a una posible solución no trivial un objeto con un determinado
conjunto de propiedades, y luego concluir que tal objeto no puede existir. Lo di-
fícil es claro, definir el objeto correcto y encontrarle propiedades que lleven a esa
conclusión. En este problema en particular, ese trabajo llevó casi 400 años, pero
permitió desarrollar una nueva forma de estudiar problemas aritméticos que se si-
gue utilizando a día de hoy y a la que se le siguen buscando nuevas generalizaciones
para resolver problemas más difíciles.

Lo primero es que a las soluciones de ciertas ecuaciones diofánticas (esto es,
una ecuación cuya solución sólo involucra números enteros), se les puede asociar
curvas elípticas, que es un objeto de la forma

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

con los ai racionales.
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En este objeto, los puntos que satisfacen la ecuación de la curva elíptica se pue-
den sumar como es explicado en la figura 3.1 de la sección 3.1 formando un grupo
abeliano con esa operación. En particular, podemos mirar sus puntos de `-torsión
con ` un número primo (es decir, puntos que al sumar ` veces consigo mismo dan
el neutro del grupo).

Si miramos todos los puntos de `-torsión de una curva elíptica, sus coordenadas
(x, y) no necesariamente son racionales, por lo que podemos considerar la acción del
grupo de Galois sobre las coordenadas de estos puntos. En la sección 3.2, veremos
que la acción del grupo de Galois preserva la `-torsión, por lo que nos restringimos
a este subconjunto y la acción allí. Esto da lugar a un nuevo objeto que llamaremos
la representación de Galois de una curva elíptica.

Las representaciones de Galois son un objeto de estudio en sí mismo, por lo que
las representaciones de Galois de una curva elíptica son un subconjunto de estas
con un interés en problemas aritméticos.

Tenemos hasta ahora un diagrama de la siguiente forma:

Por otro lado, desde principios del siglo XX, matemáticos como Felix Klein,
Srinivasa Ramanujan, Godfrey Hardy, Erich Hecke entre otros, comenzaron a estu-
diar formas modulares. Las formas modulares, son funciones complejas holomorfas
que satisfacen algunas propiedades extras de simetría. Las formas modulares se
agrupan en conjuntos según dos números denominados peso y nivel, y un carácter
de Dirichlet.

A lo largo del siglo XX, se demostró que dados el peso, el nivel y un carácter,
las formas modulares conforman un espacio vectorial de dimensión finita (en otras
palabras, hay pocas) y a su vez, es computable la dimensión en casi todos los casos
y son computables las formas modulares en casi todos los casos.

2
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Dentro de las formas modulares, hay un subconjunto relevante, que es el de las
formas propias cuspidales, que también conforman un espacio vectorial de dimen-
sión finita por ser un subconjunto del anterior.

También en el siglo XX, se encontró una forma de asociar representaciones de
Galois a formas propias cuspidales, dando idea de que se podía “comparar” curvas
elípticas y formas modulares a través de sus representaciones de Galois.

Pero la conexión fundamental la dieron Yutaka Taniyama y Goro Shimira en
1957 cuando conjeturaron que a cada curva elíptica se le podía corresponder una
forma propia cuspidal y Jean Pierre Serre cuando conjeturó que las representacio-
nes de Galois de cada objeto debían ser iguales. Dado que se conocía el espacio
de formas propias cuspidales, un resultado de este estilo, acotaba las opciones de
curvas elípticas que podían existir. El problema, es que en esta conjetura, se indi-
caba que la forma modular debía ser de peso 2 y que el carácter era 1, pero no se
indicaba de que nivel debía ser la forma propia cuspidal.

En 1990, Keneth Ribet, complementó las Conjeturas demostrando un teorema
de “Level-Lowering” (ver [39]). Este teorema, enuncia que si una curva elíptica es
modular para algún nivel, entonces se puede bajar el nivel según algunas propie-
dades de la curva elíptica. Esto permitía en muchos casos, conocer en que espacio
de formas propias cuspidales se debía buscar.

En 1995, Andrew Wiles demostró parcialmente la Conjetura de Taniyama-
Shimura (ver [51] y [49]) y finalmente Brian Conrad, Fred Diamond, Richard Taylor
y Christopher Breuli en 2001, la demostraron totalmente, dando paso al teorema
de Modularidad (ver [4]).

El esquema resultante es el siguiente:

3
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Con el afán de generalizar los resultados de Modularidad y Level-Lowering
para cualquier tipo de representación de Galois y no sólo las que provienen de cur-
vas elípticas, en 1987, Jean Pierre Serre conjeturó que todas las representaciones
de Galois impares e irreducibles eran iguales a una representación de Galois que
provenía de una forma propia cuspidal (ver [43]). Las representaciones de Galois
impares incluía por supuesto, a las representaciones de Galois que provenían de
curvas elípticas. Lo que era aún más interesante, es que en la Conjetura de Serre se
daba una forma de calcular el peso, el nivel y el carácter en el que debía buscarse
la forma propia cuspidal, en función de la representación de Galois.

El diagrama final es el siguiente:

La Conjetura de Serre fue demostrada en 2009 por los trabajos de Chandras-
hekhar Khare y Jean-Pierre Wintenberger (ver [20], [21] y [22]).

En la seccion 5.3 daremos una demostración detallada del Último Teorema de
Fermat utilizando la Conjetura de Serre, pero veamos ahora un esquema de la
prueba utilizando los objetos mencionados:

Supongamos que n = ` ≥ 5 primo y que (a, b, c) es una solución no trivial de
la ecuación 0.1.

Consideremos la curva elíptica

E : y2 = x(x+ an)(x− bn)

que es conocida como la curva elíptica de Frey. Según lo anterior, podemos asociar
a esta curva elíptica una representación de Galois si estudiamos su `-torsión.

4
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Estudiando las propiedades de la representación de Galois de esta curva elíptica
de Frey, la Conjetura de Serre establece que debe ser igual a una representación
de Galois de una forma propia cuspidal de peso 2, nivel 2 y carácter 1. Dado que
es conocido que el espacio de formas propias cuspidales de peso 2, nivel 2 y ca-
rácter 1 es trivial, concluimos que tal curva no existe, dando paso a la demostración.

Esta estrategia de demostración, sigue siendo poderosa incluso si el espacio de
formas propias cuspidales al que se asocia nuestro problema es no trivial, puesto
que nos da información de la curva elíptica y de sus puntos. El teorema de modu-
laridad y el teorema de Level-Lowering no sólo son útiles para dar resultados de
no existencia de soluciones.

En la sección 5.4 veremos cómo usar la Conjetura de Serre para clasificar todas
las curvas elípticas de conductor primo sobre Q.

Lo siguiente sería buscar resultados análogos para cuerpos más grandes que Q.
Es por eso, que en el capítulo 6 estudiamos las curvas elípticas sobre cuerpos cua-
dráticos reales con conductor potencia de un primo. Como se verá, las estrategias
son las mismas. Utilizar la existencia de un teorema de modularidad y un teorema
de Level-Lowering en cuerpos cuadráticos reales para acotar las opciones de curvas
elípticas en los cuerpos que estudiamos.

5
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Capítulo 1

Conceptos básicos de TNA

A partir de ahora y para todo el documento, fijemos una clausura algebraica
Q de Q y para cada primo ` fijemos clausuras algebraicas Q`. Fijemos también
inmersiones Q ↪→ Q` ↪→ C.

Como era mencionado en el Prefacio, asumiremos que el lector conoce resultados
de Teoría de Números Algebraica (TNA). Sin embargo, si no tiene los conocimien-
tos o quiere repasarlos antes de empezar, recomendamos los capítulos 2 y 3 de [30].
Si desea repasar sobre cuerpos locales puede leer el capítulo 7 de [30], aunque en
este capítulo introduciremos brevemente ideas de cuerpos locales.

Finalmente, asumiremos que el lector conoce el automorfismo de Frobenius y sus
levantados. Para más información sobre el mismo y sus propiedades recomendamos
la lectura de “The Frobenius element” en el capítulo 8 de [30].

1.1. Extensiones no ramificadas y moderadas
Sea K cuerpo de números, OK su anillo de enteros y l un ideal primo de OK

sobre un primo ` de Q. Definimos la valuación

νl : K× → Z : ν`(x) = máx
{
k ∈ Z : x ∈ lk

}
.

Veamos que está bien definida. En efecto, si x ∈ K, el ideal xOK tiene facto-
rización única en ideales primos como ideal fraccional (ver Teorema 3.7 de [30]),
y el exponente que le corresponda a l en esa factorización será el valor de νl. La
valuación νl se extiende a K definiendo νl(0) =∞.

Algunas propiedades de νl son (ver proposición 7, cáp. 1 de [42].):

1. νl(xy) = νl(x) + νl(y) para todo x, y ∈ K
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2. νl(x+ y) ≥ mı́n {νl(x), νl(y)} para todo x, y ∈ K. De hecho vale la igualdad
si νl(x) 6= νl(y)

Definamos R = {x ∈ K : νl(x) ≥ 0}. No es difícil chequear con las propiedades
anteriores que R es un anillo. Más aún, M = {x ∈ K : νl(x) > 0} es un ideal y co-
mo su complemento es el conjunto de unidades de R, entonces R es un anillo local
con M como ideal maximal. También es interesante mencionar que OK ⊆ R puesto
que la descomposición en ideales primos de xOK tiene exponentes no negativos.

Sea k = R/M. A k lo llamaremos el cuerpo residual de K. Como l | ` en
R, entonces ` ∈M y por lo tanto char(k) = ` > 0. Además, k es un cuerpo finito,
puesto que la extensión de anillo OK/Z tiene finitos generadores por ser K un
cuerpo de números y esos generadores son generadores de la extensión k/F`.

Definición 1.1. Denominamos uniformizador a un elemento de R con valuación
positiva mínima.

Es claro que con la definición anterior, el uniformizador es un elemento de
ν−1
l (1). También, si l es principal, entonces su generador es un uniformizador. Lla-
memos π a un uniformizador de νl de ahora en adelante. Se cumple (ver Proposición
7.6 de [30]) que M = πR.

La valuación νl permite definir un valor absoluto no arquimediano discreto1 a
través de la fórmula

|x|l = N(l)−νl(x) (1.1)

siendo N(l) = #k la norma del ideal.

Llamaremos Kl a la completación de K con respecto a |.|` definida anterior-
mente. Observar que |.|` y νl se pueden extender a Kl simplemente como

ĺım
n→∞

νl(xn) = νl( ĺım
n→∞

xn)

ĺım
n→∞

|xn|l =
∣∣∣ ĺım
n→∞

xn

∣∣∣
l

para cualquier sucesión de Cauchy.

Como la imagen de νl en K es Z, esto seguirá ocurriendo en Kl debido a la
definición anterior, por lo que π sigue siendo uniformizador en Kl.

Nos preocupamos ahora de algunas propiedades sobre extensiones de Kl:

1Un valor absoluto es no arquimediano o cumple la condición ultramétrica si |x+ y| ≤
máx {|x| , |y|} para todo x, y ∈ K. Es discreto porque Im(νl) = Z es un conjunto discreto.
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Teorema 1.2. Sea L/Kl una extensión algebraica (separable) finita, entonces existe
un único valor absoluto no arquimediano discreto |.|L de L que extiende a |.|Kl

.
Además L es completo con respecto a |.|L y para todo x ∈ L,

|x|L =
∣∣NL/Kl

(x)
∣∣ 1
[L:Kl]

l (1.2)

o en términos de valuaciones, existe una única valuación νL tal que

νL(x) =
1

f(L/Kl)
νl(NL/Kl

(x)) (1.3)

siendo f(L/Kl) = [kL : k]. Llamaremos valuación normalizada a la valuación
anterior.

Demostración. Ver Teorema 7.38, cáp. 7 de [30].

Como se observa en la ecuación (1.3), L sigue teniendo una valuación discreta
y de hecho su imagen es Z. Observar también que la ecuación (1.2) es compatible
en extensiones, es decir si uno tiene x ∈ L y F/L es una extensión finita, entonces
|x|F = |x|L. Esto permite extender el valor absoluto de forma única aKl la clausura
algebraica de Kl. La valuación resultante sin embargo, no es discreta (ver Remark
7.7 en [30]).

De forma análoga a lo hecho en K, podemos definir RL, ML y kL.

Definición 1.3. Sea L/Kl una extensión algebraica (separable) finita, νL la valua-
ción normalizada que extiende a νl y π el uniformizador de K. Definimos el índice
de ramificación como e(L/Kl) = νL(π) y el grado de ramificación f(L/Kl)
como el grado de la extensión de los cuerpos residuales kL/k.

Se cumple también que [L : Kl] = e(L/Kl)f(L/Kl) (ver Corolario 7.42 de [30]).

Definición 1.4. Una extensión finita L/Kl se dice no ramificada si e(L/Kl) = 1.

Observar que si la extensión L/Kl es no ramificada, entonces π sigue siendo
uniformizador en L.

Teorema 1.5. Si L1/Kl y L2/Kl son dos extensiones no ramificadas, entonces
L1L2/Kl es no ramificada. En particular, si L/Kl es no ramificada y F es la
clausura de Galois de L entonces, F/Kl es no ramificada.

Demostración. Ver proposición 8 capítulo 2, pág. 49 de [25].

El Teorema 1.5 junto con el Corolario 1, cap 3, pág. 54 de [42], nos permite
construir una extensión no ramificada maximal Knr

l como la unión de todas las
extensiones finitas no ramificadas de Kl, donde además Knr

l /Kl es una extensión
Galois y Gal(Knr

l /Kl) ' Gal(F`/k) siendo F` una clausura algebraica de k.

De forma muy similar:

9
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Definición 1.6. Una extensión L/Kl finita es moderada si e(L/Kl) es coprimo a
char(k) = `.

Teorema 1.7. Si L1/Kl y L2/Kl son dos extensiones moderadas, entonces L1L2/Kl

es moderada. En particular, si L/Kl es moderada y F es la clausura de Galois de
L entonces, F/Kl es moderada.

Demostración. Ver proposición 13 capítulo 2, pág. 54 de [25].

Al igual que con Knr
l construimos una extensión maximal como la unión de

todas las extensiones moderadas y llamaremos Kt
l a ese cuerpo. A partir de las

definiciones 1.4 y 1.6 no es difícil ver que Knr
l ⊆ Kt

l .

Definición 1.8. Denotaremos Il = Gal(Kl/K
nr
l ) y lo llamaremos grupo de iner-

cia de l y Pl = Gal(Kl/K
t
l ) y lo llamaremos grupo de inercia salvaje de l.

Teorema 1.9. Pl es el pro-`-subgrupo maximal de Il (ver definiciones en nota al
pie2) .

Demostración. De la definición de ser una extensión moderada, es claro que Pl ≤ Il.

Por otro lado,
Pl = lim←−Gal(L/Kt)

con L/Kt
l extensión finita Galois.

Sea [L : Kt
l ] = e(L/Kt

l )f(L/Kt
l ). Para empezar, f(L/Kt

l ) = 1 pues Kt
l contiene

a Knr
l y knr = F`, por lo que no se puede extender más allá.

Ahora, supongamos que [L : Kt
l ] = `rm con m > 1 y coprimo a ` y consi-

deremos, H el `-Sylow de Gal(L/Kt
l ) y F = LH el cuerpo dentro de L fijo por

acción de H. Entonces tenemos la torre de cuerpos L/F/Kt
l y e(F/Kt

l ) | m que
es coprimo con `. Entonces F/Kt

l es una extensión moderada, lo que contradice la
maximalidad de Kt

l .

Para probar que Pl es maximal entre los pro-`-subgrupos de Il, supongamos
que existe σ ∈ Il \ Pl tal que σ`

k
= id para algún k > 1. Llamemos H = 〈Pl, σ〉 y

consideremos F = (K)H . Entonces H/Pl = Gal(Kt
l /F ) es un grupo finito de orden

potencia de `. Pongamos que |H/Pl| = `r = d.

Como Kt
l /F es una extensión finita, por el teorema de la raíz primitiva, existe

α ∈ Kt
l tal que Kt

l = F (α). Sea mα ∈ F [x] el polinomio irreducible de α sobre

2Esto es, si escribimos a Pl como un límite inverso de grupos finitos, cada uno de ellos
es un `-grupo. Recordar que un `-grupo H es un grupo para el cual todo elemento tiene
orden una potencia de `. El hecho de que sea maximal implica que si g es un elemento de
orden potencia de `, entonces g ∈ H.

10
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F . Entonces, mα(x) =
∑d

i=0 aix
i donde los ai son algebraicos por estar contenidos

en Kl. Consideremos L = Knr
l (a0, ..., ad). Como los coeficientes son algebraicos, la

extensión es finita de grado n. El diagrama de extensiones queda como se muestra
en la figura 1.1.

Knr
l

L

F L(α)

Kt
l = F (α)

n

`r

n`r

`r

Figura 1.1: Diagrama para la demostración del Teorema 1.9

Como estamos con cuerpos que contienen aKnr
l , el grado de inercia es 1 en todas

las extensiones, y en particular e(L(α)/Knr) = n`r lo que implica que L(α)/Knr
l

no es moderada, contradiciendo el hecho de que L(α) ⊆ Kt
l

3.

Teorema 1.10. Sea l ideal primo de OK . Entonces:

1. Il �GKl
,

2. Pl � Il,

3. Pl �GKl
.

donde GKl
= Gal(Kl/Kl)

Demostración. 1. Es porque Knr
l /Kl es una extensión Galois.

2. Es una consecuencia de 3.

3. Podemos ver que es normal demostrando que la extensión Kt
l /Kl es normal,

es decir, que para todo x ∈ Kt
l y σ ∈ GKl

, entonces σ(x) ∈ Kt
l . Tomemos entonces

x ∈ Kt
l y sea F la clausura de Galois del cuerpo K(x). Como x ∈ Kt

l , entonces
K(x)/K es moderado, así que por el Teorema 1.7 también lo es F/K y por lo tanto
σ(x) ∈ F ⊆ Kt

l .

3Se construyen todos estos cuerpos porque lo que se necesita es un cuerpo que sea una
extensión finita de Knr

l y F no lo es. El cuerpo L(α) tiene lo importante para la prueba,
que es que el grado de extensión es divisible por `.

11
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En particular, usando la teoría de correspondencia de Galois, Kt
l /Kl es una

extensión Galois. La torre de cuerpos asociada es la siguiente:

Kl

Knr
l

Kt
l

Kl

GKl
/Il

Il/Pl

Pl

1.1.1. Construcción de Kt
l como límite directo

Sea π ∈ Knr
l uniformizador (se puede tomar el uniformizador de K porque la

extensión es no ramificada, ver párrafo posterior a la definición 1.4), d ∈ N coprimo
con ` y definamos Kd = Knr

l (π1/d). Como π es un uniformizador, π1/d tiene va-
luación menor, así que π1/d /∈ Knr

l . Por definición de Knr
l , Kd/K

nr
l es totalmente

ramificada, y además es claro que las raíces del polinomio xd − π, que es irredu-
cible por el criterio de Eisenstein (ver proposición 3.53 de [30]) son de la forma
ξkdπ

1/d con k = 0, ..., d− 1 donde ξd es una raíz primitiva d-ésima de la unidad. Al
ser d coprimo con `, entonces ξd ∈ Knr

l y por ende todas las raíces de ese polino-
mio están enKd. Esto nos permite concluir que esa extensión es Galois y de grado d.

Como los automorfismos de Gal(Kd/K
nr
l ) preservan las raíces de xd− π, tene-

mos un morfismo θd : Gal(Kd/K
nr
l )→ µd tal que

σ(π1/d) = θd(σ)π1/d

donde µd es el grupo de las raíces d-ésimas de la unidad. Es claro que es inyectivo
y como Gal(Kd/K

nr
l ) y µd tienen el mismo cardinal, entonces θd es un isomorfismo.

Teorema 1.11.
Kt

l =
⋃

d:gcd(d,`)=1

Kd

12
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Demostración. Lo primero es observar queKt
l = (Knr

l )t. Esto prueba queKd ⊆ Kt
l

puesto que [Kd : Knr
l ] es coprimo con `.

Para la otra inclusión, hay que usar la Proposición 12, página 52 de [25] que
establece (los nombres de las variables fueron modificados):

Si E es una extensión totalmente ramificada y moderada sobre un cuer-
po F , entonces existe un uniformizador πE que satisface una ecuación

xd − π′ = 0

con π′ un uniformizador de F .

De esta forma, si E es una extensión finita de Knr
l , tenemos que E = Kl(π

′1/d)
por la proposición mencionada. Como π y π′ son ambos uniformizadores de Knr

l ,
tenemos que π′ = π/u con u ∈ R×Knr

l
y entonces xd − π′ = 1

u(uxd − π). Como
u ∈ R×Knr

l
, entonces existe s ∈ Knr

l tal que sd = u, y entonces uxd−π = (sx)d−π =

yd − pi tomando el cambio de variable y = sx. De esta forma, obtenemos que
E = Kl(π

′1/d) = Kd.

El siguiente resultado nos será útil en la sección 5.2.

Teorema 1.12. Sea s una preimagen del automorfismo de Frobenius en GKl
y sea

σ ∈ Il, entonces sσs−1 ≡ σ` mód Pl

Demostración. Lo primero es observar que dos morfismos de Galois σ1, σ2 cumplen
que σ1 ≡ σ2 (mód Pl) sí y solo sí σ1σ

−1
2 ∈ Pl y esto sí y solo sí σ1σ

−1
2 fija Kt

l , que
es lo mismo que σ1 |Kt

l
= σ2 |Kt

l
.

Observar que como σ ∈ Il, su acción es trivial en Knr
l y entonces

sσs−1 |Knr
l

= id = σ` |Knr
l
, (1.4)

por lo que podemos trabajar desde la extensión Kt
l /K

nr
l . Tenemos de hecho dos

simplificaciones más. La primera, es que por el Teorema 1.11, basta con probar la
ecuación (1.4) para cada elemento de x ∈ Kd, y la segunda es que Kd = Knr

l (π1/d),
por lo que alcanza con probar la ecuación (1.4) para π1/d con gcd(d, `) = 1.

Como π1/d es una raíz de xd−π, entonces σ(π1/d) = ξrdπ
1/d para algún r ∈ Z y

lo mismo ocurre con s, teniendo que s(π1/d) = ξudπ
1/d para algún u ∈ Z, siendo ξd

una raíz d-ésima de la unidad. Como ξd ∈ Knr
l y σ ∈ I` entonces σ(ξd) = ξd. Para

s, tenemos que s(ξd) es otra raíz d-ésima de la unidad. Dado que s es una preima-
gen del mapa de Frobenius, s(ξd) = ξ`d (mód π1/d). Como gcd(d, `) = 1, las raíces
d-ésimas de la unidad son todas distintas módulo π1/d y necesariamente s(ξd) = ξ`d.

13
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Entonces
sσ(π1/d) = s(ξrdπ

1/d) = ξ`r+ud π1/d.

Por otro lado,

σ`s(π1/d) = σ`(ξudπ
1/d) = ξudσ

`(π1/d) = ξudσ
`−1(σ(π1/d)) = ξudσ

`−1(ξrdπ
1/d)

= ξud ξ
r
dσ

`−1(π1/d) = ... = ξu+`r
d π1/d

obteniendo la igualdad.

Definición 1.13. Definimos Il,t = Il/Pl el grupo de inercia moderado de l.

De la correspondencia de Galois y del Teorema 1.11, obtenemos que

Il,t = Gal(Kt
l /K

nr
l ) ' lim←−Gal(Kd/K

nr
l ) ' lim←−µd (1.5)

donde gcd(d, `) = 1 y el isomorfismo es dado por la compatibilidad de los mapas θd.

Teorema 1.14. Sea K cuerpo de números y l ideal primo de OK . Entonces

Il,t ' lim←−F×q

con q = `r y r ∈ Z>0

Demostración. Demostremos que

lim←−µd = lim←−F×q .

Para ello ahondemos más en sus construcciones. El grupo

µd =
{
gkd : k = 0, ..., d− 1

}
donde gd tiene orden d. Si consideramos el orden parcial, d < d′ ⇔ d | d′ y los
mapas φd′d : µd′ → µd dados por gkd′ 7→ gkd tenemos un sistema inverso. Para el
otro, tomamos el orden parcial `m < `n ⇔ m | n y los mapas ϕmn : F×`n → F×`m
dados por x 7→ NF`n/F`m (x) siendo NF`n/F`m la norma relativa de una extensión a
otra.

Dado `n, tenemos que µ`n−1 ' F×`n y dado d entero positivo, tenemos que
d | (`n)ϕ(d) − 1 por el Teorema de Euler. Tomando d′ = (`n)ϕ(d) − 1, entonces
µd′ ' F×

(`n)ϕ(d)
y µd ⊆ µd′ .
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1.2. Grupos de Ramificación
Como antes, sea K un cuerpo de números, sea p un ideal primo de K arriba de

un primo racional p y consideremos Kp la completación de K como en la sección
1.1. Para hacer una definición general de los grupos de ramificación, es necesario
primero definir el caso de extensiones finitas:

Definición 1.15. Sea L/Kp extensión Galois, separable y finita, G = Gal(L/Kp),
νL la valuación normalizada de L y w ∈ [−1,+∞). Definimos

Gw = {σ ∈ Gal(L/Kp) : νL(σ(x)− x) ≥ w + 1 ∀x ∈ RL}.

En el lema 1, cáp. 4, pág. 61 de [42], se prueba que si πL es el uniformizador,
entonces

Gw = {σ ∈ Gal(L/Kp) : νL(σ(πL)− πL) ≥ w + 1}

Teorema 1.16. Sea L/Kp extensión Galois, separable y finita, G = Gal(L/Kp) y
Gw los grupos definidos previamente. Entonces:

1. Si w ≤ w′ entonces Gw ⊇ Gw′ ,

2. Gw = Gdwe, donde dwe es la función techo4

3. G−1 = Gal(L/Kp),

4. G0 = Ip/(Ip ∩Gal(Kp/L)). En otras palabras G0 es la inercia restricta a la
extensión L/Kp.

5. G0/G1 es isomorfo a un subgrupo de F×P siendo P el primo sobre p en RL.

6. Gk/Gk+1 para k entero positivo es isomorfo a un subgrupo de FP siendo P
el primo sobre p en RL.

7. G1 = Pp/(Pp ∩ Gal(Kp/L)). En otras palabras G1 es la inercia moderada
restricta a la extensión L/Kp,

8. Gw �G para todo w.

Demostración. 1, 2 y 3 son fáciles de chequear con la definición. Para 4, de teoría
de números algebraica, tenemos que el grupo de inercia en una extenión finita son
los σ ∈ Gal(L/Kp) tales que σ(x) ≡ x (mód P) para todo x ∈ RL, que es equiva-
lente a que νL(σ(x)− x) ≥ 1.

4La función techo se define como dwe = mı́n {k ∈ Z : x ≤ k}
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Para 5 hay que probar que el mapa G0 → F×P dado por

σ 7→ σ(πL)

πL
(mód P)

es un morfismo de grupos con núcleo G1.

De forma análoga para 6, pero con el mapa Gk → FP dado por

σ 7→ σ(πL)− πL
πk+1
L

(mód P)

viendo que su núcleo es Gk+1.

Para 7, basta ver que p - |G0/G1| por el punto 5, por lo que G1 es el p-subgrupo
maximal de Gal(L/Kp) y es entonces la inercia salvaje restringida a L/Kp por el
Teorema 1.9.

Finalmente para 8, sean σ ∈ Gw, τ ∈ G y x ∈ RL. Entonces νL(τστ−1(x)−x) =
νL(τ(σ(y) − y)) con y = τ−1(x). Por el Teorema 1.2, νL es única, por lo que
νL(τ(σ(y)− y)) = νL(σ(y)− y) ≥ w + 1 porque σ ∈ Gw

Nuestro objetivo es cambiar L por Kp. Sin embargo, como mencionábamos pos-
terior al Teorema 1.2, la valuación de Kp no es discreta, y por lo tanto no puede
normalizarse. La siguiente idea, sería utilizar límites inversos de grupos de ramifica-
ción con extensiones finitas. Sin embargo para que esta idea funcione, necesitamos
que haya compatibilidad entre los grupos de ramificación cuando consideramos
extensiones relativas. Esto no ocurre con esta numeración de los grupos de rami-
ficación salvo el algunos casos particulares (ver Corolario en pág. 64 y Remark
posterior en [42]). Necesitamos entonces hacer una reenumeración:

Definición 1.17. Sea L/Kp extensión separable finita y Gw los grupos de rami-
ficación de la definición 1.15. Definimos la función de Herbrand como ϕ :
[−1,+∞)→ [−1,+∞) tal que

ϕ(w) =

∫ w

0

dt

[G0 : Gt]

con la convención de que [G0 : Gt] = [G−1 : G0]−1 cuando t ∈ [−1, 0].

Como el integrando es una función positiva constante a trozos, entonces ϕ es
un homeomorfismo creciente lineal a trozos.

Definición 1.18. Sea L/Kp extensión separable finita y G = Gal(L/Kp). Definimos
los grupos de ramificación en extensiones finitas (reenumerados) como

Gu = Gϕ−1(u)
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Desde el punto de vista notacional, escribiremos con supraíndice los grupos de
ramificación de la definición 1.18 y con subíndice los de la definición 1.15.

Teorema 1.19. Sea L/Kp extensión separable finita, G = Gal(L/Kp) y H � G.
Entonces (G/H)u = Gu/(H ∩Gu) para todo u ∈ [−1,∞)

Demostración. Ver Proposición 14, pág. 74 de [42].

Definición 1.20. Sea Kp el completado de K con respecto a p. Definimos los grupos
de ramificación absolutos de K como

Iup = lim←−Gal(L/Kp)
u

para L/Kp extensión finita Galois.

El Teorema 1.19 asegura que los grupos de ramificación conforman un sistema
inverso con las extensiones relativas puesto que por Teoría de Galois, si F/L/Kp

es una torre de cuerpos Galois, entonces Gal(F/L) � Gal(L/Kp) y

Gal(L/Kp)
u = (Gal(F/Kp)/Gal(F/L))u =

Gal(F/Kp)
u/(Gal(F/L) ∩Gal(F/Kp)

u)

A partir de ahora, y en lo que queda del documento, cuando nos referimos a los
grupos de ramificación, estaremos haciendo referencia a los de la definición 1.20,
quedando los otros como un paso intermedio para la definición de los que realmente
nos importan.

Teorema 1.21. Sea Kp el completado de de K con respecto a p e Iup los grupos de
ramificación:

1. Si u ≤ v entonces Iup ⊇ Ivp ,

2. I−1
p = GKp ,

3. Iup = Ip si u ∈ (−1, 0],

4. Pp =
⋃
u>0 I

u
p ,

5.
⋂
u I

u
p = {id},

6. Iup �GKp para todo u.

Demostración. 1 y 2 se obtienen de los puntos 1 y 3 del Teorema 1.16 y del he-
cho de que la función de Herbrand dada en la definición 1.17 es biyectiva y creciente.

3 se obtiene de los puntos 2 y 4 del Teorema 1.16, del hecho de que para la
función de Herbrand ϕ(0) = 0 y de que Ip es el límite inverso de los grupos de
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inercia de todas las extensiones Galois finitas de Kp.

4 se obtiene de los puntos 2 y 7 del Teorema 1.16, del hecho de que para la
función de Herbrand ϕ(0) = 0 y de que Pp es el límite inverso de los grupos de
inercia moderado de todas las extensiones Galois finitas de Kp.

Para 5 basta ver que si σ ∈
⋂
u I

u
p , entonces νL(σ(x) − x) ≥ w + 1 para todo

w ≥ −1, x ∈ RL y L/Kp extensión Galois finita. Luego σ(x) − x = 0 para todo
x ∈ Kp y σ = id.

Finalmente 6 se obtiene de 8 del Teorema 1.16.

1.3. Idèles y grupos de clase
Definición 1.22. Sea K un cuerpo de números. Definimos el grupo de idèles
como el grupo

IK =

{
(aν) ∈

∏
ν

K×ν : aν ∈ R×ν salvo una cantidad finita

}

donde ν son todas las valuaciones de K (finitas o infinitas), y la operación de grupo
es coordenada a coordenada.

El grupo IK será un grupo topológico con la topología que tiene como base de
abiertos los elementos de la forma

∏
ν Uν donde Uν es abierto en K×ν y Uν = R×ν

salvo finitos ν. Encajaremos a K× en IK por la diagonal, es decir a 7→ (a, a, ..). La
factorización única en ideales fraccionales (ver Teorema 3.7 de [30]) asegura que
a ∈ R×ν salvo una cantidad finita de valuaciones ν. Por abuso de notación, escribi-
remos también K× a la imagen de K× por el mapa diagonal. Se puede demostrar
(ver 4.2, pág. 166 de [31]) que K× es discreto en IK .

El siguiente resultado será utilizado en el Teorema 6.14 y es el teorema que da
sentido a la teoría de cuerpo de clases:

Teorema 1.23. (Ley de reciprocidad de Artin) Existe un homomorfismo ΦK : IK →
Gal(Kab/K) tal que ΦK(K×) = 1, donde Kab es la extensión abeliana maximal,
construida como la unión de la extensiones abelianas finitas de K.

Demostración. Ver Teorema 5.3, cáp. 5, pág. 174 de [31].

La teoría de cuerpo de clases, utiliza los idèles para entender las extensiones
abelianas de K. En particular, nos va a interesar encontrar las extensiones de K de
grado acotado que pueden ramificar en un conjunto finito de lugares S. La siguiente
definición ayudará a simplificar la notación:

18
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Definición 1.24. Sea K un cuerpo de números. Un modulus es una función N :
{lugares de K} → Z tal que5

N(νp) es cero salvo en finitos lugares finitos,

N(ν) = 0 o 1 si ν es un lugar real,

N(ν) = 0 si ν es un lugar complejo.

Un modulus N divide a un modulus N′ si N(ν) ≤ N′(ν) para todo lugar ν. Un
lugar ν divide a un modulus N, y lo denotaremos ν | N, si N(ν) > 0.

Esta definición extiende la idea de ideales de OK que dividen a ideales de OK ,
dando sentido a que lugares en infinito se dividan.

Definición 1.25. Sea K cuerpo de números, N un modulus de K. Para cada lugar
ν | N, definimos

WN(ν) =

{
R>0 si ν real

1 + M
N(ν)
ν si ν finito

.

siendo Mν el ideal maximal que definíamos previo a la definición 1.1, solo que aho-
ra agregamos un subíndice ν, para aclarar el ideal maximal de qué valuación es.

Definimos también

IN =

∏
ν -N

K×ν ×
∏
ν |N

WN(ν)

⋂ IK ,

el subgrupo
WN =

∏
ν -N

ν infinito

K×ν ×
∏
ν |N

WN(ν)×
∏
ν -N

ν finito

R×ν

y
KN = K× ∩ IN

como la restricción del encaje de K× a IN.

Llamaremos ray class group al cociente

CN(K) = IN/(KNWN).

La proposición 4.6(a), pág. 168 de [31] junto con el Teorema 1.7, pág. 146
de [31], muestran que CN es un grupo finito. Llamaremos hN = #CN. Más aún,
tenemos una correspondencia entre los ray class group y los grupos de Galois de
extensiones finitas:

5Los lugares son clases de equivalencias de las valuaciones de K. Dos valuaciones son
equivalentes si inducen la misma topología.
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Teorema 1.26. (Corolario de la ley de reciprocidad de Artin) Sea L/K una exten-
sión abeliana finita, S un conjunto finito de lugares que ramifican en L. Entonces,
existe un modulus N que solo lo dividen lugares de S tal que el mapa

ΨL/K : CN(K) −→ Gal(L/K)

ν 7−→
(

ν

L/K

)
es sobreyectivo.

Demostración. Ver [2].

El mapa ΨL/K es llamado el mapa de Artin.

Nos interesarán también dos ray class group particulares.

Definición 1.27. Sea K cuerpo de números. Definimos el grupo de clases como
C(K) = CN con N(ν) = 0 para todo ν lugar de K. Denotaremos h(K) = #C(K)
y lo llamaremos el números de clases. Definimos también el grupo de clases
narrow como C+(K) = CN con N(ν) = 0 para todo ν lugar finito de K y N(ν) = 1
si ν es real. Denotaremos h+(K) = #C+(K) y lo llamaremos el números de
clases narrow.

Es claro que C(K) es un cociente de C+(K), así que h(K) | h+(K). La ley de
reciprocidad de Artin (Teorema 1.23), hará corresponder a C(K) con la extensión
maximal abeliana no ramificada en ningún lugar de K y a C+(K) con la extensión
maximal abeliana no ramificada en lugares finitos de K.

1.4. Teoría de Kummer
Para finalizar con el repaso, agregamos un teorema que usaremos en varios

capítulos de este documento. El teorema en cuestión es debido a Ernst Kummer,
que logra clasificar las extensiones cíclicas de un cuerpo que posee todas las raíces
de las unidad.

Teorema 1.28. Sea n entero positivo, K cuerpo tal que char(K) - n y K contiene
todas las raíces n-ésimas de la unidad. Si L/K es una extensión cíclica de grado
n (es decir, Gal(L/K) es cíclico de orden n), entonces L = K(b1/n) para algún
b ∈ K.

Demostración. Ver lema 2, pág. 90 de [1].
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Capítulo 2

Representaciones de Galois

Las representaciones juegan un rol fundamental en este documento como fue
explicado en la introducción, puesto que nos permiten conectar las curvas elípti-
cas y las formas modulares. En este capítulo definiremos y demostraremos todos
los resultados que vamos a necesitar en el capítulo 5. Como es habitual, dejamos
referencias para reforzar la lectura de las secciones de este capítulo:

Con respecto a representaciones sobre grupos, principalmente sobre grupos fini-
tos, recomendamos [41] como una muy buena introducción al tema. En particular,
los capítulos 1 y 2 de [41].

Dentro de todas las representaciones de Galois existentes, en este documento
nos vamos a centrar en las representaciones continuas en las cuales G = GK con K
un cuerpo de números, k = F` con ` primo y dimF`(V ) = 2. Un lector que quiera
conocer más sobre otras representaciones de Galois, recomendamos un resumen en
la sección 2.1 de [10] y la presentación [37], que está basada en [10], pero completa
algunas demostraciones.

Para el resto de las secciones, son mínimos los resultados extra que precisare-
mos, por lo que se harán recomendaciones dentro de la sección cuando sea necesario.

2.1. Representaciones sobre grupos
Definición 2.1. Sea G un grupo, k un cuerpo y V un k-espacio vectorial finito.
Una representación de G sobre V es un morfismo

ρ : G→ GL(V )

Definición 2.2. Decimos que dos representaciones ρ1 , ρ2 : G→ GL(V ) son equi-
valentes y lo denotaremos ρ1 ∼ ρ2, si existe τ ∈ GL(V ) tal que

ρ1(g) = τρ2(g)τ−1

para todo g ∈ G.
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Esto último nos permite trabajar sobre GLn(k) dado que dos representaciones
son equivalentes si hay una matriz de cambio de base entre ellas.

Definición 2.3. Sea ρ : G → GL(V ) una representación. Sea W un subespacio
vectorial de V estable bajo la acción de G por ρ. Podemos entonces considerar la
representación ρW : G→ GL(W ). Diremos que ρW es una subrepresentación de
ρ.

Es claro que V o {0} son subespacios invariantes para cualquier representa-
ción, por lo que estos no serán particularmente importantes. Veamos otra forma de
generar espacios invariantes:

Ejemplo 2.4. Si H �G es un subgrupo normal, entonces

V H = {v ∈ V : ρ(h)v = v, ∀h ∈ H}

es un subespacio invariante de ρ. En efecto, que es subespacio es fácilmente verifi-
cable, y para ver que es invariante, hay que ver que dado g ∈ G y v ∈ V H , entonces
ρ(g)v ∈ V H , es decir, que ρ(h)ρ(g)v = ρ(g)v para todo h ∈ H. Dado h ∈ H, como
H �G, existe h′ ∈ H tal que g−1hg = h′, y entonces

ρ(h)ρ(g)v = ρ(hg)v = ρ(gh′)v = ρ(g)ρ(h′)v = ρ(g)v

Definición 2.5. Una representación ρ : G→ GL(V ) se dice irreducible o simple
si V no contiene subespacios propios estables por G.

Es decir, que sus únicos subespacios invariantes son V o {0}.

Definición 2.6. Una representación es semisimple si es suma directa de represen-
taciones simples. Una representación es indescomponible si no es suma directa
de subrepresentaciones propias.

Destacamos el hecho de que si ρ es una representación sobre un espacio vectorial
V de dimensión 2, entonces que ρ sea semisimple pero no irreducible, implica que
ρ diagonaliza simultáneamente en alguna base.

Ejemplo 2.7. Sea λ ∈ Q× y ρ : Z→ GL2(Q) dada por

ρ(n) =

(
λn nλn−1

0 λn

)
.

Esta representación no es semisimple y si indescomponible. No es simple puesto
que la primer columna de la matriz representa un subespacio invariante de dimen-
sión 1, y no es semisimple porque si lo fuera tendría que diagonalizar en alguna
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base para todo n, sin embargo ρ(1) es la forma de Jordan canónica.

Este ejemplo muestra que no toda representación es semisimple. Dadas las op-
ciones para el caso de representaciones sobre espacios vectoriales de dimensión 2,
una representación es semisimple pero no irreducible si y solo si diagonaliza simul-
táneamente en alguna base para todos los elementos de G.

Definición 2.8. Sea ρ : G→ GL(V ) una representación y consideremos una filtra-
ción {0} = V0 ⊆ V1 ⊆ ... ⊆ Vl = V donde cada Vj son subrepresentaciones de ρ y
Vj/Vj−1 es simple.

Definimos la semisimplificación de V como

V ss =

l⊕
j=1

Vj/Vj−1.

Esto nos permite definir una representación

ρss : G→ GL(V ss)

El Lema 3.9 de [13] asegura la existencia de tal filtración y el Teorema 3.11
de [13] (Teorema de Jordan-Holder) asegura que la semisimplificación no depende
de la filtración elegida.

Ejemplo 2.9. Consideremos otra vez la representación del ejemplo 2.7 y tomemos
la filtración {0} ⊆ W ⊆ Q2 siendo W el espacio vectorial de dimensión 1 estable
por ρ mencionado en el ejemplo 2.7. La acción de ρ sobre Q2/W es simple porque es
un Q-espacio vectorial de dimensión 1. Si llamamos B = {w, v} a la base de Jordan
con W = 〈w〉, entonces {v + U} es base de Q2/W y por lo tanto {w, v +W} es
base de V ss. Además, ρ(n)(v +W ) = λnv +W lo que implica que

ρss(n) =

(
λn 0
0 λn

)

Como se observa, la semisimplificación es un proceso que transforma una re-
presentación cualquiera en una representación semisimple.

Definición 2.10. Llamaremos caracteres a las representaciones de dimensión 1.
Al ser de dimensión 1 podemos considerar que su imagen es directamente GL1(k) ≈
k×.

Nos encargaremos de un carácter en particular en la sección 2.3, que será muy
importante en los capítulos posteriores.

Ejemplo 2.11. Si ρ : G → GL(V ) es una representación, entonces det ρ es un
carácter.
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2.2. Representaciones de Galois
Sea K un cuerpo de números y consideremos ahora que G = GK . Vamos

a trabajar con representaciones continuas, por lo que es necesario construir una
topología sobre GK .

La topología en GK , la haremos dando una base de entornos abiertos para
el automorfismo identidad de K. Los abiertos de la base de entornos, serán los
conjuntos GL con L/K una extensión Galois y finita. Llamaremos a esta topología
la topología de Krull. Para interiorizar sobre la topología de Krull y conocer
algunas propiedades interesantes, recomendamos ver la sección 5.4 de [50].

Definición 2.12. Una representación de Galois es una representación de GK
sobre un espacio vectorial V , continua con respecto a la topología de Krull en GK .

Como mencionábamos al comienzo del capítulo 2, en este documento nos va-
mos a centrar en las representaciones de Galois continuas en las cuales G = GK
con K un cuerpo de números, k = F` con ` primo y dimF`(V ) = 2. Para GL(V ),
tomaremos la topología discreta. Diremos en este caso, que la representación tiene
dimensión 2, porque es la dimensión del espacio vectorial donde la representación
actúa.

Veamos como la continuidad nos permite reducir la información necesaria a la
hora de determinar una representación de Galois. Para ello, empezaremos por el
siguiente resultado:

Teorema 2.13. (Cebotarev) Sea L/K una extensión Galois finita y σ ∈ Gal(L/K).
Denotemos PL/K(σ) el conjunto de los ideales primos p de K no ramificados en
L/K, que tienen un primo P | p para el cual

σ =

(
L/K

P

)
.

En otras palabras, PL/K(σ) es el conjunto de los primos p, para el cual σ es un
elemento de la clase de conjugación del automorfismo de Frobenius en p.

Entonces,

d(PL/K(σ)) =
#[σ]

# Gal(L/K)

donde [σ] es la clase de conjugación de σ en Gal(L/K) y d es la densidad de
Dirichlet (ver definición 13.1, pág 542 de [33]).

Demostración. Ver Teorema 13.4, pág. 545 de [33].

En particular, la densidad de Dirichlet es positiva para cualquier σ, lo que im-
plica que hay infinitos primos p para los cuales σ es un levantado del automorfismo
de Frobenius en p. Esto es lo que realmente utilizaremos para el siguiente resultado:
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Teorema 2.14. Sea S un conjunto finito de primos de K y sea D = ∪p/∈S [Frobp]
donde [.] representa la clase de conjugación de Frobp. Entonces D es denso en GK
con la topología de Krull.

Demostración. Para probar que es denso, hay que demostrar que para cada σ ∈ GK
y para cada entorno de σ, existe un elemento de Frobenius. En efecto, los entornos
de σ en la topología de Krull son de la forma σGL con L/K extensión Galois finita.
Notar que τ ∈ σGL si y solo si τ |L= σ |L. Por lo tanto, basta con restringir σ a
L y ver el grupo de Galois Gal(L/K). Por el Teorema 2.13, existe un levantado de
Frobenius para un ideal primo fuera de S, que coincide con σ |L. Esto prueba que
D es denso.

Teorema 2.15. Sea S un conjunto finito de ideales primos de K y sean ρ y ρ′ dos
representaciones de Galois.

1. Si ρ(Frobp) = ρ′(Frobp) para todos los Frobenius de todos los p ideales primos
fuera de S, entonces ρ = ρ′.

2. Si ρ, ρ′ son dos representaciones semisimples de dimensión 2 tales que tr ρ(Frobp) =
tr ρ′(Frobp) y det ρ(Frobp) = det ρ′(Frobp) para todo p ideal primo fuera de
S, entonces ρ ∼ ρ′.

Demostración. 1. Como coinciden en D que es denso por el Teorema 2.14 y ρ y ρ′

son continuas, entonces son iguales.

2. La continuidad de ρ y ρ′ permiten restringirse a la imagen de los mapas
Frobenius por la parte anterior. El hecho de que solo alcance con mirar la traza
y el determinante de las representaciones es un Teorema de Brauer-Nesbitt (ver
Teorema 30.16, pág. 215 de [9]).

Definición 2.16. Sea ρ : GK → GL2(V ) una representación de Galois. Decimos que
una representación factoriza por una extensión finita si existe una extensión
L/K finita tal que Gal(K/L) ⊆ ker(ρ).

Teorema 2.17. Sea ρ una representación de Galois de dimensión 2, entonces ρ fac-
toriza por una extensión finita y su imagen está contenida en GL2(F`r) para algún
r > 0. Mas aún, si la representación es de dimensión 1 (un carácter), entonces
factoriza por una extensión finita y abeliana.

Demostración. Como la topología en GL(V ) es discreta, {id} es abierto y por tan-
to, como ρ es continua, ker ρ es abierto, y entonces existe L/K una extensión Galois
y finita tal que GL ⊆ ker ρ. Por lo tanto ρ factoriza por GK/GL = Gal(L/K) que
es un grupo finito. Finalmente, Im ρ es un subgrupo finito de GL(V ) ≈ GL2(F`),
lo que implica que está contenido en GL2(F`r) para algún r > 0.
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Para la segunda parte, tenemos que su imagen es finita y abeliana. Finita,
aplicando el mismo argumento que en el párrafo anterior y abeliana porque está
contenida en k×. De esta forma, si llamamos χ al carácter y L = (K)ker(χ), entonces
Gal(L/K) ' Im(χ) y por ende la extensión L/K es abeliana.

Estudiemos ahora la ramificación de las representaciones de Galois. Considere-
mos primero el diagrama 2.1

K

Kp

K

Kp

GK

GKp

Figura 2.1: Diagrama de la completación topológica y algebraica de K.

En el diagrama 2.1, tomamos primero la completación de K con respecto al pri-
mo p y luego elegimos una clausura algebraica. Consideremos el mapa res : GKp →
GK dado por σ 7→ σ |K . Este mapa esta bien definido puesto que K ⊆ Kp ∩K y
nos permite pasar la representación ρ a una representación ρp = ρ ◦ res : GKp →
GL2(F`).

Definición 2.18. Sea ρ una representación de Galois y p un primo finito de K que
no divide a `. Decimos que una representación es no ramificada en p si el grupo
de inercia Ip actúa trivial para la representación ρp.

Definición 2.19. Sea ρ una representación de Galois. Dado p primo finito de K
que no divide a `, consideremos Iup los grupos de ramificación como en la sección
1.2. Definimos el conductor local de una representación como

n(p, ρ) =

∫ ∞
−1

codim ρI
u
p du

donde codim ρI
u
p = dimV − dim ρ

Iup
p = 2− dim ρI

u
p (en el caso de dimV = 2).

Teorema 2.20. Sea ρ una representación de Galois y p primo finito de K. Entonces

1. n(p, ρ) es un entero positivo

2. n(p, ρ) = 0 si y solo si ρ es no ramificado en p.

3. El conjunto {p - ` : n(p, ρ) 6= 0} es finito.
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Demostración. 1. Veamos primero que n(p, ρ) es finito. En efecto, por el Teorema
2.17 basta con mirar la acción de la inercia Iup dentro de Gal(L/K), siendo L el
cuerpo por el cual ρ factoriza. Por el Teorema 1.21, ∩uIup = {id} así que como
Gal(L/K) es finito, existe u0 ≥ −1 tal que Iup dentro de Gal(L/K) es el subgrupo
trivial para todo u ≥ u0. De esta forma n(p, ρ) =

∫ u0
−1 codim ρI

u
p du y por lo tanto

es finito. Una prueba de que es entero se puede encontrar en el Teorema 1, página
99 de [42].

2. Dado que codim ρI
u
p ≥ 0 como función de u, entonces n(p, ρ) = 0 si y solo si

codim ρI
u
p = 0 como función de u. Esto implica que codim ρIp = 0 y por tanto Ip

actúa trivial. Recíprocamente, como los grupos de ramificación forman una filtra-
ción (ver Teorema 1.21 parte 1), si Ip actúa trivial, entonces Iup actúa trivialmente
para todo u ≥ −1, y por lo tanto codim ρI

u
p = 0 como función de u.

3. Dado que L/K es una extensión finita, sólo una cantidad finita de primos
ramifica, y entonces sólo una cantidad finita cumple que n(p, ρ) 6= 0 por la parte
2.

Definición 2.21. Sea ρ una representación de Galois. Definimos el conductor
global de ρ como el número

Nρ =
∏
p-`

pn(p,ρ)

con p primo finito.

Por el Teorema 2.20, sabemos que Nρ es un ideal de OK .

Si bien los primos que dividen a ` no se tienen en cuenta en el conductor,
es importante tener algunos resultados en relación a la acción de sus grupos de
ramificación por la representación de Galois:

Teorema 2.22. Si ρ es una representación de Galois y l | `, entonces V Pl 6= {0}

Demostración. Como ρ tiene imagen finita (por el Teorema 2.17) y por el primer
teorema de isomorfismo que dice que ρ(Pl) ≈ Pl/(ker(ρ) ∩ Pl), tenemos que ρ(Pl)
es un `-grupo finito por el Teorema 1.9.

Sea v ∈ V un vector no nulo y sea W el subgrupo generado por la órbita
de v orbρ|Pl

(v) = {ρ(g)v ∈ V : g ∈ Pl}. Como ρ factoriza por un cociente finito
W es un subgrupo de F`r y por lo tanto es finito. Más aún, del hecho de que∣∣∣orbρ|Pl

(v)
∣∣∣ = [Il : Stab(v)] tenemos que |W | es una potencia de `.

Es claro que WPl = {w ∈W : ρ(g)v = v,∀g ∈ Pl} ⊆ W ∩ V Pl , es un subgrupo
y es la unión de todas las órbitas de la acción de ρ que solo tienen un elemento. Por
lo tanto, W \WPl , es la unión de las órbitas de más de un elemento por la acción
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de ρ. Supongamos que WPl es trivial y sea v0 generador de una de las órbitas de
W \WPl . Del hecho de que |orbρ(v0)| = [Pl : Stab(v0)] tenemos que |orbρ(v0)| = `α

con α > 0 y esto para todo v0. Por lo tanto, ` |
∣∣W \WP`

∣∣ lo que implica que
|W | ≡

∣∣WP`
∣∣ (mód `) y como |W | es una potencia de `, entonces ` |

∣∣WPl
∣∣. Luego

como WPl es un subespacio, es no vacío y por ende
∣∣WPl

∣∣ ≥ `.
Teorema 2.23. Si ρ es una representación de Galois semisimple y l un primo en
K que divide a `, entonces ρ(Pl) = {1}

Demostración. Basta probarlo con ρ simple. Del Teorema 2.22, tenemos que V Pl es
no trivial. Como ρ es simple, si tiene un vector invariante, entonces todos los vec-
tores tienen que ser invariantes (de lo contrario se podría factorizar en la dirección
del vector invariante). Esto lleva a que V Pl = V y por lo tanto ρ(Pl) = {1}.

2.3. El carácter ciclotómico
Definición 2.24. Dada ξ una raíz `-ésima primitiva de la unidad en K, definimos
el carácter ciclotómico χ` : GK → F×` tal que

σ(ξ) = ξχ`(σ)

Esto tiene sentido porque los automorfismos de Galois mandan las raíces del
polinomio ciclotómico en sí mismas, y estas raíces forman un grupo abeliano cíclico
de orden ` con ξ como generador.

Teorema 2.25. Sea K cuerpo de números, ` primo racional y p primo en K.

1. El carácter ciclotómico no depende de la raíz primitiva elegida,

2. Es continuo con respecto a la topología de Krull,

3. Si p - `, entonces χ`(Ip) = {1} y χ`(Frobp) = #k siendo k = OK/p.

Demostración. 1. Si ξ′ es otra raíz primitiva, entonces existe r entero coprimo con
` tal que ξ′ = ξr. Llamemos χ′` al carácter que cumple que σ(ξ′) = ξ′χ

′
`(σ). Entonces

ξ′χ
′
`(σ) = σ(ξ′) = σ(ξr) = σ(ξ)r = (ξχ`(σ))r = (ξr)χ`(σ) = ξ′χ`(σ)

lo que demuestra que son el mismo carácter.

2. Como χ` es un morfismo de grupos entre grupos topológicos cuya imagen
está en F×` , para chequear la continuidad basta con ver que χ−1

` ({1}) es abierto,
dado que la topología en F`

× es la topología discreta. No es difícil convencerse que
χ−1
` ({1}) = Gal(K/K(ξ)) que es abierto porque K(ξ)/K es una extensión Galois

finita.
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3. Completemos K con respecto a la valuación natural de p y consideremos
la extensión Kp(ξ), que es el cuerpo de descomposición del polinomio x` − 1 en
Kp. Denominemos φ al polinomio irreducible de ξ en Qp con p | p. Entonces
∆(Kp(ξ)/Kp) | ∆(φ) (no necesariamente es igual porque φ puede no ser irredu-
cible en Kp). Como p - `, todas las raíces `-ésimas de la unidad son diferentes
módulo p puesto que el polinomio φ es coprimo a su derivada módulo p. De esta
forma, como

∆(φ) =
∏
i 6=j

(ξi − ξj)

con 0 < i, j < `, entonces p - ∆(φ) y por lo tanto, p - ∆(Kp(ξ)/Kp), lo que implica
que la extensión Kp(ξ)/Kp es no ramificada en p. En conclusión, Kp(ξ) ⊆ Knr

p y
por ende si σ ∈ Ip, σ fija todas las raíces de la unidad.

Para la segunda parte de 2, escribamos q = |k|. Sea s una preimagen del mapa
de Frobenius. Por ser un automorfismo de K, s(ξ) es otra raíz `-ésima de la unidad.
Dado que s es una preimagen del mapa de Frobenius,

s(ξ) = ξq mód p

Como s(ξ) es una raíz `-ésima de la unidad y son todas distintas módulo p,
necesariamente s(ξ) = ξq lo que da el resultado.

2.4. Caracteres sobre GQ

En el capítulo 5 estudiaremos caracteres sobre GQ, por lo que demostraremos
en esta sección un resultado que utilizaremos repetidas veces.

Teorema 2.26. Sea χ : GQ → F`
× un carácter continuo con ` primo racional.

Entonces, χ factoriza por Gal(Q(ξ`Nχ)/Q), siendo Nχ el conductor del carácter.

Demostración. Usando el Teorema 2.17, tenemos que χ factoriza por una ex-
tensión abeliana L/Q. Aplicando el Teorema de Kronecker-Weber que enuncia
que toda extensión abeliana está contenida en una extensión ciclotómica (ver el
Teorema 1.10, página 324 de [33] para una demostración), se puede considerar
χ : Gal(Q(ξn)/Q)→ F`

× con ξn una raíz n-ésima de la unidad, siendo n un entero
positivo. Más aún podemos asumir que Nχ | n.

Sea p un primo distinto de ` tal que p | n. Denotemos t = νp(Nχ), r = νp(n)
y escribamos n = prn0 con gcd(p, n0) = 1. Observar que r ≥ t ≥ 0. Como esta-
mos considerando un carácter, y en virtud de la propiedad 1 de 1,21, existe un
u0 ∈ [−1,+∞) para el cual codim ρI

u
p = 1 si u ≤ u0 y codim ρI

u
p = 0 si u > u0, por

lo que, utilizando la fórmula de la definición 2.19 tenemos que t = n(p, ρ) = u0 + 1.

Consideremos el diagrama de extensiones de 2.2. Usando el Teorema 1.23 (Ley
de reciprocidad de Artin) para la extensión ciclotómica, obtenemos que Gal(Q(ξn)/Q(ξptn0

)) =
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Q(ξn)

Q(ξptn0)

Q(ξn0)

Q

Figura 2.2: Diagrama de extensiones que explica que se puede elegir n óptimo para los carac-
teres de GQ.

Iu0+1
p = Itp, y como Itp ⊆ ker(χ) entonces se puede cocientar por Itp y ahora χ queda
definida en Gal(Q(ξn)/Q)/Itp ' Gal(Q(ξptn0

)/Q). De forma análoga se procede con
todos los primos p que dividen a n.

Esto nos deja con n = `sNχ donde por definición del conductor (ver definición
2.21), gcd(`,Nχ) = 1. Supongamos que s > 1 y consideremos el diagrama 2.3.

Q(ξn)

Q(ξ`, ξNχ)

Q(ξNχ)

Q

Z/`s−1Z

(Z/`Z)×

(Z/`sZ)×

Figura 2.3: Diagrama de extensiones que explica que se puede tomar n = `Nχ.

La extensión Q(ξn)/Q(ξNχ) tiene orden ϕ(`s) = `s−1(` − 1). El `-Sylow es
por tanto un subgrupo de orden `s que por el Teorema 1.9 es P` dentro de esa
extensión. El cociente es por lo tanto (Z/`Z)× que se corresponde a la extensión
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Q(ξ`, ξNχ)/Q(ξNχ). Como los órdenes de los elementos de F`
× son coprimos a `,

entonces χ(Gal(Q(ξn)/Q(ξ`, ξNχ))) = {1} y por ende actúa trivial. Esto permite
factorizar el carácter por Q(ξ`, ξNχ) = Q(ξ`Nχ).

2.5. Caracteres de Il,t
Al igual que en la sección anterior, dejamos en esta sección algunos resultados

y definiciones que utilizaremos en el capítulo 5.

Definimos
(Q/Z)′ =

{
α ∈ Q/Z : α =

a

d
: gcd(d, `) = 1

}
.

Es decir, los elementos de Q/Z cuyo orden aditivo es coprimo con `.

Teorema 2.27. Denotemos Hom(Il,t,F`
×

)C al conjunto de los caracteres continuos
de Il,t a F`

×. Entonces
Hom(Il,t,F`

×
)C ' (Q/Z)′.

Demostración. Por el Teorema 1.14, tenemos que

Hom(Il,t,F`
×

)C ' Hom(lim←−µd,F`
×

)C .

El paso clave aquí, es demostrar que

Hom(lim←−µd,F`
×

)C ' lim−→Hom(µd,F`
×

).

Para ello debemos ahondar más en la construcción de los límites directo e inver-
so involucrados. Primero, tenemos que lim←−µd está dado por la propiedad universal:
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lim←−µd X

µd

µd′

αd

αd′

fd

fd′
αdd′

donde si d | d′ el mapa αdd′ manda gd′ 7→ g
d′/d
d .

Por otro lado tenemos

lim−→Hom(µd,F`
×

) X

Hom(µd,F`
×

)

Hom(µd′ ,F`
×

)

f

βd

βdd′

fd

βd′

fd′

Figura 2.4: Diagrama del límite directo de Hom(µd,F`
×

).

donde si d | d′ el mapa βdd′ manda χ 7→ χαdd′ .

En el diagrama 2.4, tomemos X = Hom(lim←−µd,F`
×

)C . Para construir f , basta
con definir los mapas fd de forma que sean compatibles. Tomemos fd que mapee
χ 7→ χαd. Es compatible puesto que si d | d′, entonces fd′βdd′(χ) = χαdd′αd′ =
fd(χ).

Necesitamos ahora una inversa para f . Sea τ un carácter de Hom(Il,t,F`
×

)C .
Como τ es continuo, por el Teorema 2.17, existe r > 0 tal que Im(τ) ⊆ F×`r .
Sea d tal que ker(αd) ⊆ ker(τ). Tales d existen porque los ker(αd) son una base
de entornos decreciente con intersección trivial por el Teorema 1.11 y ker(τ) es
abierto. Definimos τd : µd → F`

× como τd(gd) = τ(α−1
d (gd)). El mapa no depende

de la preimagen elegida porque ker(αd) ⊆ ker(τ). Para ver que los (τd)d definen un
elemento en ĺım

→
Hom(µd,F`

×
), hay que ver que βdd′(τd) = τd′ para todo d | d′. En

efecto

(βdd′(τd))(gd′) = τdαdd′(gd′) = τ(α−1
d αdd′(gd′)) = τ(α−1

d′ (gd′)) = τd′(gd′).

Definimos g como el mapa construido anteriormente, y debemos ver ahora que
f y g son inversas una de otra. En efecto,

(χd)d
f−→ (χdαd)d

g−→ (χdαdα
−1
d )d = (χd),
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τ
g−→ (τd)d

f−→ (τdαd)d = τ.

Una vez tenemos que Hom(lim←−µd,F`
×

)C ' lim−→Hom(µd,F`
×

), tenemos que si
gd es el generador de µd, entonces los morfismos son de la forma gd 7→ ξkd con
k = 0, .., d− 1 y

{
ξkd : k = 0, ..., d− 1

}
' (1/d)Z/Z. Por lo tanto

Hom(Il,t,F`
×

) ' lim−→(1/d)Z/Z

Ahora la unión de los (1/d)Z/Z con d coprimo a ` es un sistema directo que
da como resultado (Q/Z)′

Debido al morfismo del Teorema 2.27, tenemos unos elementos especiales que
son, del lado de (Q/Z)′, los elementos de la forma 1/(`n − 1) con n ≥ 1.

Definición 2.28. Llamaremos caracteres fundamentales de nivel n al carácter
θ`n−1 obtenido como la preimagen de 1/(`n− 1) por el mapa del teorema, y a todas
sus potencias θ`k`n−1 con k = 0, ..., n− 1.

Los θ`k`n−1 son también los encajes de F`n dentro de F` por lo que su producto
es un carácter con imagen en F`, y como ese espacio de caracteres es generado por
el carácter ciclotómico, tenemos que

n−1∏
k=0

θ`
k

`n−1 = χ` (2.1)

Definición 2.29. Sea ρ : Il,t → GL(V ) una representación de Galois. Aprovechando
el isomorfismo del Teorema 1.14, decimos que la representación ρ tiene nivel n si
ρ factoriza por F×`n y no por F×`m con m | n y m < n.

Teorema 2.30. Sea χ : Il,t → F`
× un carácter de nivel n. Entonces Im(χ) ⊆ F×`n

Demostración. Si χ tiene nivel n es porque la propiedad universal del cociente,
permite ver a χ : F×`n → F`

×. Ahora, dado cualquier σ ∈ Il,t, lo identificamos con
un elemento de F×`n , entonces χ(σ)`

n−1 = 1 lo que implica que χ(σ) ∈ F×`n
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Capítulo 3

Curvas elípticas

En este capítulo nos preocuparemos de definir y enunciar los teoremas que
utilizaremos en los capítulos 5 y 6. Recomendamos [46] para un profundo estudio
de curvas elípticas. Dentro de los conocimientos del lector, puede seleccionar dentro
de ese libro en que profundizar. En este capítulo, haremos muchas referencias a
resultados de [46].

3.1. Curvas elípticas
Definición 3.1. Una curva elíptica es un par (E,O), donde E es una curva no
singular de género 1 y O ∈ E. Decimos que E está definida sobre un cuerpo K y
lo denotamos E/K, si es definida sobre K como curva algebraica y O ∈ E(K).

Teorema 3.2. Sea E/K una curva elíptica, entonces

Existen funciones x, y ∈ K(E) tales que el mapa

Φ : E → P2 : Φ = [x : y : 1]

da un isomorfismo de E/K a una curva suave de la forma

C : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6 (3.1)

con a1, ..., a6 ∈ K, y tal que Φ(O) = [0 : 1 : 0]. Recíprocamente, toda curva
suave de la forma como C, es una curva elíptica definida sobre K con O =
[0, 1, 0]

Dos curvas elípticas son isomorfas como curvas algebraicas si existe u ∈ K×,
r, s, t ∈ K tales que

X = u2X ′ + r; Y = u3Y ′ + su2X ′ + t

Demostración. Ver Prop 3.1, cap. 3 de [46].
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A partir de ahora, para nosotros una curva elíptica será un objeto algebraico
proyectivo que es dado por una ecuación de la forma de (3.1).

Teorema 3.3. (Bézout) Sean C y D curvas algebraicas proyectivas de grados m
y n respectivamente definidas sobre K que no tienen componentes irreducibles en
común. Entonces C ∩D tiene mn puntos contados con multiplicidad

Demostración. Ver Corolario 7.8, cap. 1 de [16].

Teorema 3.4. Sea E/K una curva elíptica, entonces E(K) es un grupo abeliano.

Demostración. Por el Teorema 3.2, basta con considerar E en P2(K). Sean P,Q ∈
E(K) diferentes y consideremos L la recta en P2(K) que pasa por ellos. Como E y
L son curvas, son irreducibles, así que por el Teorema 3.3, E ∩L tiene tres puntos
contados con multiplicidad. Llamemos P ∗ Q a este punto y apliquemos el proce-
dimiento de vuelta pero ahora construyendo L′ una recta proyectiva que pasa por
P ∗Q y O (si son diferentes). De vuelta por el Teorema 3.3, tenemos un tercer punto
al que definiremos como P+Q. Si P = Q o P ∗Q = 0, consideramos la curva tangen-
te a E, lo cual está bien definida porque E es suave. Definimos P +Q = (P ∗Q)∗O.

Veamos algunas propiedades de esta operación. Sean P,Q,R tres puntos cua-
lesquiera:

P +O = P para todo P : Si P ∗ O es el tercer punto de E que pasa por la
recta formada por P y O, el resultado de P + O, es el otro punto que está
en la recta que pasa por los puntos P ∗ O y O, pero esta recta es la misma
que la anterior, así que P +O = P .

P +Q = Q+ P : La recta que forman P y Q es la misma que forman Q y P .

Todo punto P tiene opuesto: Veamos que P ∗O = −P . En efecto, P + (P ∗
O) = (P ∗(P ∗O))∗O = O∗O. Para ver que eso es O, veamos que O es punto
triple. En efecto, si homogeneizamos la ecuación (3.1) y ponemos Z = 0 nos
queda 0 = X3, lo que muestra que O es un punto triple y por tanto O∗O = O.

(P +Q) +R = P + (Q+R): Ver proposición 3.4, cáp. 3 de [46].

E(K) es un subgrupo de E: Si P,Q ∈ E(K), entonces la recta L que pasa
por ellos está definida enK, y como también lo está E, entonces P∗Q ∈ E(K)
puesto que un polinomio de grado n definido sobreK, con n−1 raícesK, tiene
todas sus raíces enK (por ejemplo porque el coeficiente de xn−1 es la suma de
las raíces y puedo despejar). Luego aplica lo mismo con (P ∗Q)∗O = P +Q.

36



3.1. Curvas elípticas

Figura 3.1: Ley de grupo en una curva elíptica

La figura 3.1 ilustra geométricamente la obtención del punto P+Q en dos casos
típicos de curvas elípticas E/R.

Teorema 3.5. Si char(K) 6= 2, 3 y E/K es una curva elíptica, entonces E es
isomorfa a una curva elíptica de la forma

y2 = x3 + ax+ b (3.2)

con a, b ∈ K

Demostración. La demostración de este resultado se puede encontrar al comienzo
de la sección 1. cáp 3 de [46].

Una curva elíptica en la forma de la ecuación (3.2), la llamaremos forma nor-
mal de Weierstrass.

Definición 3.6. Sea E/K una curva elíptica en su forma normal de Weierstrass,
llamaremos discriminante de E y lo denotaremos ∆(E), al número

∆(E) = −16(4a3 + 27b2). (3.3)

El discriminante cumple la propiedad de que es cero si y solo sí la curva es
singular. La definición general para una curva elíptica en la forma de la ecuación
(3.1) se puede encontrar al comienzo de la sección 1, cáp. 3, pagina 42 de [46]. La
demostración de que es cero si y solo sí la curva es singular, se puede encontrar en
la Proposición 1.4(a), cáp. 3 de [46]. En este documento solo la utilizaremos en el
caso de una curva elíptica en su formal normal de Weierstrass.
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3.2. Torsión y representación de curvas elípticas
El Teorema 3.4 mostró que E(K) es un grupo abeliano, por lo tanto, la mul-

tiplicación por enteros actúa en los puntos de la curva elíptica. Denotaremos [n] a
este endomorfismo. Definimos además:

E(K)[n] = {P ∈ E(K) : [n]P = O}

E[n] =
{
P ∈ E(K) : [n]P = O

}
K(x(E[n])) = K({x(P ) : P ∈ E[n]})

K(E[n]) = K({x(P ), y(P ) : P ∈ E[n]})

Los dos primeros son subgrupos y de hecho, E(K)[n] = E[n] ∩ E(K). Los dos
últimos son cuerpos y de hecho,K ⊆ K(x(E[n])) ⊆ K((E[n]). Llamaremos puntos
de n-torsión a los puntos de E[n].

Teorema 3.7. Sea E/K una curva elíptica y sea n ∈ Z no nulo. Entonces:

1. Si char(K) - n entonces

E[n] =
Z
nZ
× Z
nZ

2. Si ` = char(K) entonces

a) E[`e] = {0} para todo e = 1, 2, ... ó

b) E[`e] = Z
`eZ para todo e = 1, 2, ...

En el caso 2.(a) decimos que la curva es supersingular y en el caso 2.(b) que
es ordinaria.

Demostración. Ver Corolario 6.4 página 86 de [46].

Ejemplo 3.8. Sea E/K una curva elíptica con char(K) 6= 2, 3. Por el Teorema 3.5,
podemos considerar en E la forma normal de Weierstrass y2 = f(x) con f de grado
3. Estudiemos los puntos de 2-torsión. Un punto P = [x(P ), y(P ), 1] ∈ E[2] sí solo
sí y(P ) = 0 (ver Teorema 2.1, cáp. 2 de [47]), es decir, si x(P ) es raíz de f . En
este caso entonces, K(E[2]) = K(x(E[2])) que es el cuerpo de descomposición de
f , y Gal(K(E[2])/K) es un subgrupo de S3.
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Ejemplo 3.9. Como en el ejemplo 3.8, sea E/K una curva elíptica con char(K) 6=
2, 3 y E en su forma normal de Weierstrass. Estudiemos ahora los puntos de 3-
torsión. Un punto P = [x(P ), y(P ), 1] ∈ E[3] si solo si x(P ) satisface ψ3 un
polinomio de grado 4 (ver Teorema 2.1, cáp 2 de [47]). Por lo tanto K(x(E[3]))
es el cuerpo de descomposición de ψ3 y Gal(K(x(E[3]))/K) es un subgrupo de S4.
Como y2 = f(x), entonces [K(E[3]) : K(x(E[3]))] ≤ 2, así que Gal(K(E[3])/K)
es grupo de a lo sumo orden 48. Más aún, como veremos en el Teorema 3.11,
Gal(K(E[3])/K) es un subgrupo de GL2(F3).

Veamos que K( 3
√

∆(E)) ⊆ K(x(E[3])). Simples cálculos demuestran que en la
forma normal de Weierstrass, ∆(E) = 24 ∆(f) y que ∆(ψ3) = −33 (∆(E))2. Sea
g la resolvente cúbica6 de ψ3, entonces ∆(g) = ∆(ψ3). Consideremos el diagramas
de extensiones de la figura 3.2.

K

K(
√

∆(g)) K(θ)

K(g)

K(ψ3)

≤ 2 ≤ 3

≤ 3 ≤ 2

≤ 4

Figura 3.2: Diagrama para K(x(E[3]))

En el diagrama anterior θ corresponde a una raíz de g. Tenemos que
√

∆(g) =√
∆(ψ3) = 3

√
−3 ∆(E), por lo que K(

√
∆(g)) = K(

√
−3) = K(ξ3). El Teo-

rema 1.28, implica que K(g) = K(ξ3, α
1/3) con α ∈ K×/(K×)3. Esto implica

que podemos tomar θ = α1/3, y que entonces g(x) =
∏2
i=0(x − ξi3θ). Entonces

∆(g) =
∏
i 6=j(ξ

i
3θ − ξ

j
3θ) = θ6

∏
i 6=j(ξ

i
3 − ξ

j
3) = θ6∆(x3 − 1) = −33 θ6 = −33 α2.

Usando el hecho de que ∆(g) = ∆(ψ3) = −33 (∆(E))2, obtenemos entonces que
∆(E) = ±α, y por lo tanto, K(θ) = K( 3

√
∆(E)).

Del Teorema 3.7, vemos que si m = ` primo con char(K) 6= `, entonces E[`]
es un F`-espacio vectorial de dimensión 2, lo cual nos permite entrar a teoría de
representaciones de Galois de la siguiente manera:

Definición 3.10. Sea E/K una curva elíptica y ` un primo tal que ` 6= char(K).

6Ver al comienzo de la pág. 52 de [19] para una definición de la resolvente cúbica.
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Definimos

ρE,` : GK → GL(E[`])

σ 7→ (P 7→ P σ)

donde P σ es la acción del automorfismo sobre las coordenadas de P .

Como [`] es un morfismo de curvas algebraicas con coeficientes enK, [`]σ = σ[`]
para todo σ ∈ GK , lo que demuestra que la acción ρE,` está bien definida, en el
sentido de que P σ ∈ E[`] si P ∈ E[`].

En general utilizaremos la notación matricial, cambiando GL(E[`]) por GL2(F`).
Veamos algunas propiedades de ρE,`.

Teorema 3.11. Sea E/K una curva elíptica con char(K) = 0 y ` un primo, enton-
ces ker(ρE,`) = Gal(K/K(E[`])). En particular Gal(K(E[`])/K) es un subgrupo
de GL2(F`).

Demostración. σ ∈ ker(ρE,`) si y solo si P σ = P para todo P ∈ E[`], y esto si y
solo si σ fija K(E[`]).

Para la última parte basta utilizar el primer teorema de isomorfismo en ρE,`.
En efecto,

GK/ ker(ρE,`) ' Gal(K(E[`])/K) ' Im(ρE,`) ≤ GL2(F`)

donde usamos que K(E[`])/K es una extensión Galois porque su grupo de Galois
es precisamente el núcleo de ρE,`.

Teorema 3.12. Sea E/K una curva elíptica y ` un primo, entonces det(ρE,`) = χ`.

Recordamos que χ` es el carácter ciclotómico definido en la sección 2.3.

Demostración. Para demostrar esto tendremos que usar algunos resultados del Weil
Pairing que detallaremos a continuación.

El Weil Pairing es un mapa eN : E[N ]× E[N ]→ µN que cumple:

1. Es un mapa bilineal

2. Si {P,Q} es base de E[N ] entonces eN (P,Q) es una raíz primitiva N -ésima
de la unidad.

3. Si γ ∈M2×2(Z/NZ) y (
P ′

Q′

)
= γ

(
P
Q

)
entonces

eN (P ′, Q′) = eN (P,Q)det(γ)
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4. Si σ ∈ Gal(K/K) entonces

σ(eN (P,Q)) = eN (P σ, Qσ)

La definición de este mapa se puede encontrar en la sección 7.4 de [12] y la
demostración de las propiedades en la proposición 7.4.1 en la misma sección de [12].

Con todo esto, sea {P,Q} una base de E[`] y sea σ ∈ GK . Sea ξ` = e`(P,Q)
una raíz primitiva de la unidad. Ahora

σ(ξ`) = σ(e`(P,Q)) = e`(P
σ, Qσ)

por propiedad 4 y por otro lado(
P σ

Qσ

)
= ρE,`(σ)

(
P
Q

)
lo que implica que

ξ
χ`(σ)
` = σ(ξ`) = e`(P,Q)det(ρE,`(σ)) = ξ

det(ρE,`(σ))
`

por propiedad 3.

Ejemplo 3.13. Sea E/K una curva elíptica en su forma normal de Weierstrass
con char(K) = 0. Estudiemos las posibilidades para ρE,2. En su forma normal
de Weierstrass, E : y2 = f(x) con f un polinomio de grado 3. Para empezar, el
Teorema 3.11, muestra que ρE,2 factoriza por Gal(K(E[2])/K) = Gal(K(f)/K).
El ejemplo 3.8 muestra que Gal(K(E[2])/K) es un subgrupo de S3. Por el Teorema
3.7, sabemos que E[2] es isomorfo a Z/2Z×Z/2Z como grupo abeliano, así que E[2]
tiene tres puntos de orden 2 a los que llamaremos P1, P2 y P3. Tomemos {P1, P2}
como base del módulo. Discutimos según tres casos:

1. Dos puntos tienen coordenadas en K: entonces los tres puntos tienen coor-
denadas en K dado que los x(Pi) son raíces de f y por lo tanto la acción del
grupo de Galois es trivial sobre los puntos, es decir

ρE,2(σ) =

(
1 0
0 1

)
para todo σ ∈ GK

2. Solo un punto tiene coordenadas en K: pongamos que P1 = (x1, 0) tiene coor-
denadas en K, entonces f(x) = (x − x1)g(x) con g de grado 2 irreducible.
Entonces Gal(K(f)/K) = {id, σ} y σ(P2) = P3 = P1 + P2 y por lo tanto

ρE,2(σ) =

(
1 1
0 1

)
.
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3. Ningún punto tiene coordenadas en K: en este caso f es irreducible y Gal(K(f)/K) =
S3 ó A3. Será A3 si ∆(f) es un cuadrado o S3 si no.

Si es S3, el grupo de Galois tiene dos generadores, σ = ( 1 2 3
2 1 3 ) de orden 2 y

τ = ( 1 2 3
2 3 1 ) de orden 3, que permuta los puntos como indican, así que

ρE,2(σ) =

(
0 1
1 0

)
; ρE,2(τ) =

(
0 1
1 1

)
.

Si es A3, τ genera el grupo de Galois, y

ρE,2(τ) =

(
0 1
1 1

)
.

Para terminar esta sección haremos referencia a un resultado de Barry Mazur
demostrado en 1978, que clasifica todas las torsiones posibles de curvas elípticas
sobre Q:

Teorema 3.14. (Clasificación de Mazur) Sea E/Q una curva elíptica. Entonces
Etor(Q) es alguno de los siguientes grupos:

Z/NZ, con 1 ≤ N ≤ 10 o N = 12,

Z/2Z× Z/2NZ con N ≤ 4.

Demostración. Ver [27] y [28] para una demostración.

3.3. Isogenias
Definición 3.15. Sean E1/K y E2/K dos curvas elípticas. Una isogenia φ : E1 →
E2 es un morfismo de curvas algebraicas sobre K tal que φ(O) = O.

La proposición 6.8 de [16] prueba que si φ es una isogenia, entonces φ(E1) =
{O} o φ(E1) = E2, y el Teorema 4.8 de [46] prueba que las isogenias son morfismos
de grupos.

Ejemplo 3.16. Sea E/K una curva elíptica, entonces el mapa [n] : E → E definido
en la sección 3.2 es una isogenia no constante si n 6= 0. Una demostración de esto
se puede encontrar en el Ejemplo 4.1 y Proposición 4.2, cáp. 3 de [46].

Teorema 3.17. Sean E1/K y E2/K dos curvas elípticas y φ : E1 → E2 una isogenia
no constante, entonces existe una única isogenia φ̂ : E2 → E1 tal que φ̂ ◦ φ = [n]
para algún n.

Demostración. Ver el Teorema 6.1, cáp. 3 de [46].
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Definición 3.18. Sean E1/K y E2/K dos curvas elípticas. Diremos que E1 y E2

son isógenas si existe una isogenia φ : E1 → E2 no constante.

Ser isógenas es de hecho una relación de equivalencia. En efecto E es isógena a
E puesto que [1] es una isogenia no constante entre E y E. La transitiva se cumple
porque la composición de isogenias es isogenia y la propiedad reflexiva se cumple
debido al Teorema 3.17.

Teorema 3.19. Sea E/K una curva elíptica y H un subgrupo finito de E. Entonces
existen únicos E′ curva elíptica y φ : E → E′ isogenia no constante tal que kerφ =
H.

Demostración. Ver Proposición 4.12, cáp. 3 [46].

Debido a su unicidad (salvo isomorfismo) llamaremos E/H a la curva elíptica
E′ del Teorema 3.19.

3.4. Curvas elípticas sobre cuerpos locales
Consideremos ahora que (K, ν) es un cuerpo local no arquimediano de carac-

terística cero sobre una valuación discreta. Como en la sección 1.1, sea R su anillo
local, M el ideal maximal y k su cuerpo residual de característica `. Sea E/K una
curva elíptica. Por el Teorema 3.2, sabemos que E tiene la forma

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

con a1, ..., a6 ∈ K. Llamaremos cambio de variable admisible, al cambio de
variable de la forma (x, y)→ (u−2x, u−3y) con u ∈ K×.

Tomando un cambio de variable admisible en E, transformamos ai en uiai.
Eligiendo u tal que mı́ni

{
ν(uiai)

}
≥ 0, nos aseguramos que uiai ∈ R para ca-

da i. Esto nos permite reducir módulo M. Además, si los coeficientes tienen todos
valuación positiva, también lo tendrá el discriminante asociado a esa curva elíptica.

Si ∆′ es el discriminante con coeficientes uiai y ∆ el discriminante de la curva
con coeficientes ai, entonces, ∆′ = u−12∆, por lo que la valuación de ∆(E) es
modificable por múltiplos de 12.

Definición 3.20. Una curva elíptica E está en su ecuación minimal si todos sus
coeficientes ai ∈ R y ν(∆(E)) es el mínimo posible. Llamaremos discriminante
minimal, y lo denotaremos ∆min

ν (E), al discriminante de una curva elíptica en su
ecuación minimal.

Observar que ν(∆min
ν (E)) está bien definido y que ∆min

ν (E) está definido a
menos de elementos invertibles en R.
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Teorema 3.21. Sea E una curva elíptica con los coeficientes como en la ecuación
(3.1). Entonces

1. Si ai ∈ R para cada i y ν(∆(E)) < 12, entonces la ecuación es minimal.

2. Si ai ∈ R para cada i y ν(c4) < 4, entonces la ecuación es minimal.

3. Si ai ∈ R para cada i y ν(c6) < 6, entonces la ecuación es minimal.

4. Si char(K) 6= 2, 3 y E es una ecuación minimal, entonces ν(∆(E)) < 12 o
ν(c4) < 4

Demostración. 1. Como ν(∆(E)) puede ser modificado por múltiplos de 12, si
ai ∈ R para cada i y ν(∆(E)) < 12, entonces la ecuación es minimal. De igual
manera se procede para demostrar 2 y 3, con c4 y c6 (ver al comienzo de la sección
1, cáp. 3, pagina 42 de [46] para una definición de ellos). Finalmente para 4, ver
Remark 1.1, pág. 186, cáp. 7 de [46].

Para entender el fenómeno del cambio de variable admisible veamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.22. Consideremos E/Q en su forma normal de Weierstrass dada por

E : y2 = x3 +
1

p4
x+

1

p6

con p 6= 2, 31.

En la forma que se presenta, ∆(E) = −24 31
p12

(usando la ecuación (3.3)) y los
coeficientes de E no se pueden reducir módulo p puesto que todos tienen valuación
negativa en p. Sin embargo, si tomamos el cambio de variable admisible con u = p2,
la curva queda

E : y2 = x3 + p4x+ p6,

y su discriminante es ∆(E) = −24p12 31.

Ahora los coeficientes están en R y se pueden reducir, y su reducción es Ẽ :
y2 = x3 que es singular. Esto se debe a que los coeficientes son muy divisibles entre
p.

Sin embargo, si ahora tomamos el cambio de variable admisible u = p, la curva
queda

E : y2 = x3 + x+ 1

que tiene todos sus coeficientes en R y su discriminante es ∆(E) = −24 31 que sí
es una curva elíptica en k = Fp.
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Como en el ejemplo 3.22, llamemos Ẽ/k a la curva que se obtiene al reducir
la ecuación minimal de E. Dado que ∆(Ẽ) = ˜∆min

ν (E), si ν(∆min
ν (E)) > 0, la

curva reducida es singular, y por ende no es una curva elíptica. Encontramos tres
opciones posibles al reducir:

1. Buena reducción: Si Ẽ es una curva elíptica en k.

2. Mala reducción: Si Ẽ no es una curva elíptica en k. En este caso tenemos
dos opciones:

a) Reducción aditiva (o inestable): Si Ẽ tiene una cúspide.

b) Reducción multiplicativa (o semiestable): Si Ẽ tiene un nodo. En este
caso tenemos dos opciones:

1) Multiplicativa split: si las pendientes de las tangentes del nodo
están en k.

2) Multiplicativa non-split: si las pendientes de las tangentes del nodo
no están en k.

Si E/K tiene reducción multiplicativa non-split, cambiando K por una exten-
sión L se puede lograr que E/L tenga reducción multiplicativa split. En el párrafo
previo al corolario 5.4, cáp. 5 de [45] se explica que se puede tomar L/K una ex-
tensión cuadrática no ramificada en p.

La figura 3.3 ilustra los dos casos de mala reducción mencionados.

(a) Curva con una cúspide en (0, 0). (b) Curva con un nodo en (0, 0).

Figura 3.3: Curvas con singularidades.

El siguiente teorema relaciona los puntos de torsión de E con los puntos de la
curva elíptica reducida:

Teorema 3.23. Sea E/K una curva elíptica de buena reducción, K cuerpo local en
las hipótesis del comienzo de la sección y n un entero coprimo a char(k). Entonces
el mapa reducción E(K)[n]

∼−→ Ẽ(k) es inyectivo.
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Demostración. Ver Proposición 3.1(b), cáp. 7 de [46].

Definición 3.24. Sea E/K una curva elíptica. El conductor local que denotare-
mos fν(E) es un número entero no negativo que da información sobre el tipo de
reducción de E.

La definición formal se puede encontrar en la sección 10, cáp. 4 de [45]. A los
efectos de este documento, nos alcanza con el siguiente teorema:

Teorema 3.25. Sea E/K una curva elíptica con K cuerpo local en las hipótesis del
comienzo de la sección. Si E tiene buena reducción o reducción multiplicativa, o si
` ≥ 5 entonces

fν(E) =


0 si E tiene buena reducción
1 si E tiene reducción multiplicativa
2 si E tiene reducción aditiva

(3.4)

Demostración. Ver Teorema 10.2, cáp. 4 de [45].

Para terminar esta sección, consideremos el siguiente resultado que es debido
a John Tate:

Teorema 3.26. Sea K/Qp una extensión finita y E/K una curva elíptica con re-
ducción multiplicativa split. Entonces existe q ∈ M y φ : K

×
/qZ → E(K) un

isomorfismo de grupos que es compatible con la acción del grupo de Galois GK ,
siendo qZ el subgrupo multiplicativo generado por q. En particular, si L/K es una
extensión algebraica, φ : L×/qZ → E(L) es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Ver Teoremas 3.1 y 5.3, cáp. 5 de [45].

Aclarar que la acción de GK en K× es σ.x = σ(x), que queda bien definida en
K
×
/qZ porque q ∈ R ⊆ K. La acción de GK en E(K) es P σ, que es actuar sobre

las coordenadas de P .

El número q en el Teorema 3.26 se lo denomina el período de Tate y está
relacionado con el discriminante de E a través de la ecuación

∆(E) = q
∏
n≥1

(1− qn)24 (3.5)

que converge en M.

Si la curva E/K tiene reducción multiplicativa non-split, considerando la ex-
tensión cuadrática L/K que transforma E/L en una reducción multiplicativa split,
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podemos aplicar el Teorema 3.26. Esto hace que la acción de Galois no sea to-
talmente compatible en los dos lados, sino que aparece un carácter δ : GK →
Gal(L/K) ' {±1} de orden 2 tal que

φ(x)σ = φ(δ(σ)σ.x)

para todo x ∈ K×/qZ. Para una explicación más detallada, ver el lema 5.2, cáp. 5
de [45].

3.5. Curvas elípticas sobre cuerpos de números
Consideramos ahora el caso en el que K es un cuerpo de números. Por cada

primo finito p, podemos considerar su localización y calcular su conductor local.
Esto nos motiva a la siguiente definición:

Definición 3.27. Sea E/K una curva elíptica, el conductor global que denotare-
mos N(E) es el ideal

N(E) =
∏
p

pfp(E)

donde la productoria es tomada sobre los primos finitos de K y fp(E) es el con-
ductor local en la valuación natural de p

Si bien la productoria se hace sobre infinitos términos, solo finitos son no trivia-
les. En efecto, por el Teorema 3.25, fp(E) = 0 si y solo sí E tiene buena reducción
módulo p y esto sí y solo sí νp(∆min

νp (E)) = 0. Ahora, dada una curva elíptica E
con su ecuación como la de 3.1, son finitos los primos p para los cuales esa ecuación
ya no está en su versión minimal, puesto que son finitos los primos p que dividen
a ∆(E). Para los otros primos primos, ∆min

νp (E) = ∆(E) y νp(∆min
νp (E)) = 0.

Definición 3.28. Sea E/K una curva elíptica sobre K un cuerpo de números. De-
cimos que E es semiestable si E tiene buena reducción o reducción multiplicativa
para todos los primos finitos p.

El Teorema 3.25, muestra que una curva es semiestable si y solo si N(E) es
libre de cuadrados.

El siguiente teorema nos relaciona propiedades de la curva elíptica con el con-
ductor de su representación de Galois asociada:

Teorema 3.29. Sea E/K una curva elíptica con K cuerpo de números, sea p primo
finito en K y ` primo en Q tal que p - `.

1. Si E tiene buena reducción en p, entonces ρE,` es no ramificada en p.

2. Si E tiene reducción multiplicativa en p, entonces son equivalentes:
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a) n(p, ρE,`) = 0

b) ` | νp(∆min
νp (E))

c) K(E[`])/K es no ramificado en p

En caso contrario, n(p, ρE,`) = 1.

Demostración. 1. Si E tiene buena reducción, por el Teorema 3.23, E(K)[`] ↪→
Ẽ(k) es inyectivo. Sea σ ∈ Ip y P ∈ E[`], entonces P̃ σ − P = P̃ σ − P̃ = Õ puesto
que σ ∈ Ip. Luego P σ = P y por ende Ip actúa trivial.

2. Si ahora E tiene reducción multiplicativa, la idea es usar el período de Tate
de la completación Kp de K. Si E tiene reducción multiplicativa non-split, consi-
deramos L/Kp la extensión cuadrática no ramificada en p que hace a E split. Para
considerar ambos casos, trabajemos en L donde L/Kp será una extensión de grado
1 ó 2 dependiendo el caso.

Tenemos entonces φ : Kp
×
/qZ → E(Kp) un isomorfismo de grupos compatible

con la acción de Galois por el Teorema 3.26. En particular E[`] '
〈
ξ`, q

1/`
〉
/qZ.

La propiedad funtorial de φ implica que si F = L(E[`]), entonces E(F )[`] =
E[`] '

〈
ξ`, q

1/`
〉
/qZ =

(
F×/qZ

)
`
, siendo

(
F×/qZ

)
`
la `-torsión del grupo F×/qZ.

Por lo tanto L(ξ`, q
1/`) ⊆ F . Recíprocamente, si α ∈

(
F×/qZ

)
`
, entonces φ(α) ∈

E(F )[`] = E[`] lo que implica que α ∈ L(ξ`, q
1/`) y por lo tanto F = L(ξ`, q

1/`).

De esta forma, Ip actúa trivial, si y solo sí F/L es no ramificada, sí y solo
sí Im(νF ) = Im(νL) = Im(νp) (donde en la última igualdad usamos que L/Kp

es no ramificada), sí y solo sí νF (q1/`) ∈ Z y esto último sí y solo sí ` | νp(q). A
través de la ecuación (3.5) tenemos que νp(q) = νp(∆

min
νp (E)), lo que da el resultado.

Ahora, si ninguna de las equivalencias se cumple tenemos que n(p, ρE,`) = 1.
Para demostrar esto, debemos mencionar que la definición del conductor local de la
curva elíptica, fp(E), dado en la definición 3.24, se hace a través de la representación
de Galois `-ádica de la curva elíptica, y como la representación módulo ` se obtiene
de una reducción de la representación `-ádica, tenemos que n(p, ρE,`) ≤ fp(E).
Finalmente, por el Teorema 3.25, n(p, ρE,`) ≤ 1 en el caso de reducción multiplica-
tiva.

En la sección 3.4 vimos que la ecuación minimal de la curva elíptica depende
de la valuación por la que se reducía. La proposición 8.2, cáp. 8 de [46], da una
condición necesaria y suficiente para que una curva elíptica sobre un cuerpo de
números K tenga un modelo minimal global, es decir, un modelo minimal que
sirve para todas las valuaciones finitas de K. A los efectos de este documento sin
embargo, nos alcanza con enunciar el siguiente resultado, que es un corolario de la
proposición 8.2, cáp. 8 de [46]:
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Teorema 3.30. Si K es un cuerpo de números con número de clase 1, entonces
toda curva elíptica tiene un modelo minimal global.

Demostración. Ver Corolario 8.3, cáp. 8 de [46].

Llamaremos simplemente ∆min(E) al discriminante del modelo minimal glo-
bal de E, y quitaremos el prefijo que dependía de la valuación, puesto que ahora
∆min
νp (E) = ∆min(E) para todos los primos p.

Observar que si E tiene modelo minimal global entonces los primos que divi-
den al conductor global y al discriminante son los mismos. Esto ocurre simplemente
porque en el conductor global aparecen los primos de mala reducción y los de mala
reducción son justamente los que dividen a ∆min(E).

Para terminar esta sección, consideremos dos resultados que nos serán útiles en
las secciones 5.3 y 6.3 respectivamente.

Teorema 3.31. Sea ` primo, E/Q una curva elíptica semiestable y ρE,` reducible.
Entonces E o una curva isógena poseen un punto de `-torsión.

Demostración. Si es reducible, ρE,` =

(
ϕ1 ∗
0 ϕ2

)
con H (la primer columna) un

subgrupo de orden ` GQ-invariante.

El ingrediente principal aquí es dado por Serre en el lema 6, pág. 307 de [40].
En ese lema, demuestra que si E/Q es semiestable, entonces ϕ1 y ϕ2 no ramifican
fuera de ` y solo uno de ellos ramifica `. Como Q no admite extensiones de grado
mayor a 1 no ramificadas, uno de ellos debe ser 1, y el otro χ` por el Teorema 3.12.

Si ϕ1 = 1, entonces E tiene un punto de orden `. Si ϕ2 = 1, entonces la primer
columna es un subgrupo H que es GK-invariante de orden `, entonces E′ = E/H
tiene un punto de orden ` puesto que la representación va a ser de la forma

ρE′,` =

(
1 ∗
0 χ`

)
.

Teorema 3.32. (Cotas de Hasse) Sea E/K una curva elíptica, q ideal primo de
OK y Ẽ la reducción de E módulo q. Entonces∣∣∣#Ẽ(Fq)−N(q)− 1

∣∣∣ ≤ 2
√
N(q).

Demostración. Ver Teorema 1.1 de [46].
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Capítulo 4

Formas Modulares

En este capítulo daremos un breve resumen de formas modulares clásicas, lo
necesario para comprender las formas modulares módulo `, que son las que nos
interesan en la Conjetura de Serre. Para un lector que ya conoce sobre formas mo-
dulares clásicas, en la primer sección nos enfocaremos en las formas modulares para
Γ1(N), pero ya comenzaremos con el espacio dividido por los caracteres de Z/NZ.
Esta separación hace que ya no sea necesario el operador diamante, puesto que el
mismo preserva estos subespacios. Solo los operadores de Hecke Tn nos interesarán
aquí.

Para un lector que no conoce sobre formas modulares clásicas le recomenda-
mos [36]. En [36] se evitan algunas demostraciones pesadas puesto que la idea es
dar un resumen sobre el tema. Si el lector busca una lectura más profunda acerca
de formas modulares clásicas, le recomendamos [12].

4.1. Formas modulares clásicas
Sea SL2(Z) = {γ ∈M2×2(Z) : det(γ) = 1}. Es conocido que SL2(Z) es un gru-

po no abeliano con el producto de matrices. Esto se puede ver por el hecho de que
el determinante es un morfismo con el producto y que dada una matriz A =

(
a b
c d

)
,

su inverso es 1
det(A)

(
d −b
−c a

)
, y entonces el inverso de una matriz de SL2(Z) es una

matriz de SL2(Z).

Definición 4.1. Llamamos subgrupo de congruencia de nivel N al conjunto

Γ0(N) =

{
γ ∈ SL2(Z) : γ ≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
(mód N)

}
.

donde la congruencia módulo N es en cada entrada de la matriz.

Es fácil ver que Γ0(N) es un subgrupo de SL2(Z). Más aún [SL2(Z) : Γ0(N)] =
N
∏
p|N (1 + 1/p) (ver página 14 de [12]). En particular, el índice es finito. Notar
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que Γ0(1) = SL2(Z)

Recordamos que un carácter de Dirichlet es un morfismo de grupos χ :
(Z/NZ)× → C×. El mismo puede ser extendido a χ : Z→ C como

χ(n) =

{
χ(n+NZ) si gcd(n,N) = 1

0 si no

Por abuso de notación, llamaremos χ también a este carácter. La función χ es
totalmente multiplicativa7.

Llamaremos H = {z ∈ C : Im(z) > 0} al semiplano superior complejo.

Por comodidad en la notación, definimos el siguiente operador:

Definición 4.2. Sea ε0 : (Z/NZ)× → C× un carácter de Dirichlet, k un entero y
γ ∈ SL2(Z), definimos el operador [γ]k,ε0 : {F : H → C} → {F : H → C} dado por:

(F [γ]k,ε0)(z) = ε0(d)(cz + d)−kF

(
az + b

cz + d

)
(4.1)

cuando γ =

(
a b
c d

)
.

Observar que si z ∈ H, entonces az+b
cz+d sigue estando en H porque det

(
a b
c d

)
es

positivo. Por lo tanto [γ]k,ε0 está bien definido. Es simple verificar que [γγ′]k,ε0 =
[γ]k,ε0 [γ′]k,ε0 para cualesquiera sean γ, γ′ ∈ SL2(Z).

Definición 4.3. Sea ε0 : (Z/NZ)× → C× un carácter de Dirichlet, k y N ≥ 1
enteros. Una forma débilmente modular de peso k y nivel N asociada a ε0
es una función F : H → C tal que

1. F es holomorfa en H,

2. F [γ]k,ε0 = F para toda γ ∈ Γ0(N).

Si aplicamos el punto 2 a una forma débilmente modular con la matriz ( 1 1
0 1 ) ∈

Γ0(N), obtenemos que F (z) = F (z + 1) para todo z ∈ H, y por lo tanto F es
1-periódica y admite una expansión de Fourier dada por F (z) =

∑∞
n=−∞ an(F )qn

donde q = e2πiz. Podemos ver entonces a F como una función con variable q en
B1(0) \ {0}.

Definición 4.4. Diremos que una forma débilmente modular F es holomorfa en
infinito si la expansión de Fourier anterior admite una extensión holomorfa a
B1(0). En ese caso definimos F (∞) = a0(F ).

7Una función f : Z → C se dice totalmente multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) para
todo m,n ∈ Z
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Notar que la definición anterior es equivalente a que an(F ) = 0, ∀n < 0.

Finalmente, estamos en condiciones de definir:

Definición 4.5. Sea ε0 : (Z/NZ)× → C× un carácter de Dirichlet, k y N ≥ 1
enteros. Decimos que F : H → C es una forma modular de peso k y nivel N
asociada a ε0 si

1. F es una forma débilmente modular de peso k y nivel N asociada a ε0,

2. F [α]k,ε0 es holomorfa en infinito ∀α ∈ SL2(Z).

A la condición del último punto de la definición 4.5 se le suele denominar ho-
lomorfa en las cúspides por razones que se exponen en la sección 1.1 de [36].

LlamaremosMk(N, ε0) al espacio de las formas modulares de peso k, nivel N
asociada a ε0. Es fácil ver que son C-espacio vectoriales. Más aún, su dimensión es
finita y en casi todos los casos se conoce la dimensión. Para ver una demostración
de esto, se recomienda leer el capítulo 3 de [12]. Los resultados de las dimensiones
son mostrados en el Teorema 3.5.1 (para k par) y Teorema 3.6.1 (para k impar),
ambos en el capítulo 3 de [12]. La figura 3.3 de la página 107 de [12] muestra el
valor de la dimensión para Γ0(N).

Dentro deMk(N, ε0), nos va interesar el siguiente subespacio:

Definición 4.6. Sea ε0 : (Z/NZ)× → C× un carácter de Dirichlet, k y N ≥ 1
enteros. Decimos que F : H → C es una forma cuspidal de peso k y nivel N
asociada a ε0 si

1. F es una forma modular de peso k y nivel N asociada a ε0,

2. F [α]k,ε0 (∞) = 0, ∀α ∈ SL2(Z).

Llamaremos Sk(N, ε0) al espacio de las formas cuspidales de peso k y nivel N
asociada a ε0. Es fácil ver que es un C-subespacio vectorial deMk(N, ε0).

Al igual que conMk(N, ε0), se conocen las dimensiones de casi todos los subes-
pacios Sk(N, ε0). Los valores se pueden encontrar en las mismas referencias citadas
antes.

Nos interesa ahora considerar operadores sobre el espacio de formas modulares
que pueden restringirse al subespacio de formas cuspidales. Estos operadores se
conocen como los operadores de Hecke. Su definición general puede encontrarse
en la sección 1.2 de [36].

Dentro de todos los operadores de Hecke posibles que se pueden definir nos
interesarán los operadores Tn : Sk(N, ε0) → Sk(N, ε0). Sus definiciones no son
relevantes a efectos de este documento, pero lo que sí utilizaremos en algunas
demostraciones es que su construcción se hace de la siguiente forma:
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Se define Tp para cada p - N como en la definición 1.10 de [36].

Se define Tpr de forma inductiva en función de Tp y los anteriores (ver pos-
terior al Teorema 1.12 de [36]).

Se prueba que si p, q son primos distintos entonces Tpr y Tqs conmutan para
todo r, s ≥ 0 y se define Tn =

∏m
i=1 Tpeii

siendo n =
∏m
i=1 p

ei
i .

Resumimos en el siguiente teorema los resultados que nos interesan aquí.

Teorema 4.7. Sean m y n dos enteros positivos. Entonces:

1. TmTn = TnTm.

2. Si gcd(m,n) = 1⇒ TmTn = Tmn.

3. Si F ∈ Mk(N, ε0) tiene una expansión de Fourier de la forma F (z) =∑∞
j=0 aj(F )qj con q = e2πiz, entonces

aj(TnF ) =
∑

d|gcd(j,n)

dk−1ε0(d)ajn/d2(F ).

En particular, si gcd(j, n) = 1 entonces aj(TnF ) = ajn(F ).

Demostración. Para los primeros dos puntos, ver el Teorema 1.13 de [36]. Para el
punto 3, ver la proposición 5.3.1 del capitulo 5 de [12].

Recordamos que un operador T : V → V es normal si conmuta con su opera-
dor adjunto. Para poder definir adjuntos en los operadores de Hecke que venimos
estudiando, es necesario definir un producto interno en las formas cuspidales. Este
producto se conoce como el producto interno de Petersson. Si bien no es de
el interés de este trabajo formalizar este producto interno, un buen resumen del
mismo se puede encontrar en la subsección 1.2.2 de [36]. En particular, se define el
producto interno de Petersson en la definición 1.16 de [36].

Por simplicidad, llamemos T 0(N) = {Tn : gcd(n,N) = 1}. Tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4.8. Los operadores de T 0(N) de Sk(N, ε0) son normales.

Demostración. Si n = p primo, entonces la demostración se encuentra en el Teo-
rema 1.18 de [36]. Luego, si tenemos n ∈ N coprimo con N , el operador Tn se
puede descomponer en sus factores primos debido a su construcción (ver previo
al Teorema 4.7) y como cada uno de ellos es normal, su composición es normal,
demostrando que los elementos de T 0(N) son normales.
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Utilizando el teorema espectral para operadores normales, tenemos entonces
que cada operador de T 0(N) tiene una base ortogonal de vectores propios. Más
aún, por el Teorema 4.7, los operadores de T 0(N) conmutan y por lo tanto se
diagonalizan simultáneamente, lo que implica que podemos encontrar una base or-
togonal de vectores propios para todos los elementos de T 0(N). Utilizaremos la
terminología “forma propia” en lugar de vector propio a partir de ahora.

Por último, subdividiremos a Sk(N, ε0) en una suma directa de dos subespa-
cios, a los que llamaremos formas cuspidales viejas (que denotaremos Soldk (N, ε0))
y formas cuspidales nuevas (que denotaremos Snewk (N, ε0)).

Si M | N , y ε0 : (Z/MZ)× → C es un carácter de Dirichlet, entonces ε0 puede
ser inducido a un carácter de Dirichlet en (Z/NZ)×, simplemente componiendo
ε0 con la proyección natural de (Z/NZ)× → (Z/MZ)×. Por abuso de notación,
llamemos ε0 también a este carácter inducido. Entonces, si M | N , tenemos que
Γ0(N) ⊆ Γ0(M) y no es difícil ver tampoco que Sk(M, ε0) ⊆ Sk(N, ε0).

Esto muestra que hay ciertas formas cuspidales que no son propiamente de nivel
N , si no que vienen de un nivel más chico. Es un problema análogo, al que ocurre
con los caracteres primitivos.

Existe otra forma de inducir formas cuspidales de un nivel menor que no pro-
fundizaremos. Definimos el subespacio de formas viejas de nivel N como el
subespacio generado por todas las formas cuspidales que provienen de un nivel M
que divide a N con M < N . Una definición más precisa puede encontrarse en la
definición 1.19 en el capítulo 1 de [36].

Definimos el subespacio de formas nuevas de peso k y nivel N asociada
a ε0 que denotaremos Snewk (N, ε0), como el complemento ortogonal del subespacio
anterior con respecto al producto interno de Petersson, es decir,

Snewk (N, ε0) = (Snewk (N, ε0))⊥.

Los subespacios Soldk (N, ε0) y Snewk (N, ε0) son invariantes por la acción de Tn.
Una demostración de esto puede encontrarse en la Proposición 5.6.2 de [12]. Usando
esto y el Teorema 4.8, concluimos que los subespacios “old” y “new” tienen una base
ortogonal de formas propias de T 0(N). Más aún, si nos restringimos al espacio de
formas cuspidales nuevas, encontramos una base ortogonal de formas propias de
todos los operadores Tn, es decir, podemos quitar la condición de que gcd(n,N) = 1
como muestra el Teorema 4.10.

Definición 4.9. Una forma propia cuspidal nueva se dice normalizada si en su
expansión de Fourier F (z) =

∑∞
n=0 an(F )qn, entonces a1(F ) = 1.

El teorema 1.23 de [36] muestra que tal normalización se puede hacer puesto
que a1(F ) 6= 0 si F ∈ Snewk (N, ε0) no trivial.
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Teorema 4.10. Si F ∈ Snewk (N, ε0) es una forma propia normalizada de todos los
operadores de Hecke T 0(N), entonces TnF = an(F )F , ∀n ∈ Z+.

Demostración. Ver Teorema 1.25 de [36] para una demostración.

Teorema 4.11. Si F ∈ Snewk (N, ε0) es una forma propia normalizada de todos los
operadores de T 0(N), entonces los an(F ) son enteros algebraicos para todo n ≥ 0
y Q({an(F ) : n ∈ Z+}) es un cuerpo de números.

Demostración. Ver párrafo posterior a la definición 3.15 de [36].

Si F ∈ Snewk (N, ε0) es una forma propia normalizada de todos los operadores
de T 0(N), denotaremos KF al cuerpo de números del Teorema 4.11.

4.2. Formas modulares módulo `
El objetivo es ahora definir formas modulares en F` con ` primo impar. La idea

es básicamente, reducir los coeficientes de Fourier de una forma modular clásica.
La condición de primo impar la agregamos en este documento puesto que no pre-
cisaremos el caso de ` = 2, que agrega la condición extra de que k sea par (ver al
comienzo de la sección 3 de [43]).

Sea entonces ` primo impar, N ≥ 1 coprimo a `, k entero mayor o igual a 2 y
ε : (Z/NZ)× → F`

× un carácter de Dirichlet tal que ε(−1) = (−1)k.

La imagen de ε es finita porque el dominio es finito, así que existe r > 0 tal
que Im(ε) ⊆ F×`r . En particular, (ε(x))`

r−1 − 1 = 0 para todo x ∈ (Z/NZ)×.

Fijemos x0 ∈ (Z/NZ)× y consideremos ahora las raíces del polinomio x`r−1−1
en Z. En particular, están en Z` y por ende podemos reducir módulo `. Como ` es
coprimo a `r − 1, las raíces del polinomio ciclotómico anterior son todas distintas
módulo `, así que sólo una de las raíces coincide módulo ` con ε(x0). Llamemos z
a la raíz de x`r−1 − 1 que coincide con ε(x0) al reducir y definamos ε0(x0) = z.
Haciendo esto para cada elemento de (Z/NZ)× y utilizando el encaje fijado de
Z ↪→ C al comienzo del capítulo 1, tenemos entonces un levantamiento de ε, es
decir, un carácter de Dirichlet ε0 : (Z/NZ)× → C× tal que ε̃0(x) = ε(x) para todo
x ∈ (Z/NZ)×, siendo .̃ : Z` → F` el mapa reducción.

Hecho esto, estamos en condiciones de definir formas cuspidales para F`.

Definición 4.12. Una forma cuspidal de tipo (N, k, ε) con coeficientes en F` es
una serie formal

f(z) =
∑
n≥1

an(f)qn
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tal que existe una forma cuspidal clásica F de Sk(N, ε0)

F (z) =
∑
n≥1

an(F )qn

con an(F ) ∈ Z que cumple que ãn(F ) = an(f) para todo n ≥ 1.

Notar que podemos llegar a encontrar tales formas cuspidales clásicas, como
muestra el Teorema 4.11.

De forma análoga al caso de formas modulares clásicas expuestos en la sección
anterior, definiremos operadores de Hecke para Sk(N, ε) en F`. Como implica la
construcción de los Tn en la sección anterior y el Teorema 4.8, solo es relevante
definir los Tp cuando p es primo, ya que a partir de ellos podemos construir todos
los operadores de Hecke y alcanza con conocer la acción de estos para tener una
base ortonormal de formas propias. Si f(z) =

∑
j≥1 aj(f)qj , definimos

Tpf =

{∑
j≥1 apj(f)qj + ε(p)pk−1

∑
j≥1 aj(f)qpj si p - `N∑

j≥1 apj(f)qj si p | `N (4.2)

Veamos que la definición de Tp cuando p - `N coincide con el Teorema 4.7 cuan-
do n = p primo. En efecto, gcd(j, p) = 1 ó p. Si gcd(j, p) = 1, aj(TpF ) = ajp(F )
que se corresponde a los términos de la primer sumatoria en la ecuación (4.2). Si
gcd(j, p) = p entonces aj(TpF ) = ajp(F ) + pk−1ε0(p)aj/p(F ) y entonces el primer
término es parte de la primer sumatoria en la ecuación (4.2), mientras que el segun-
do término solo aparece en múltiplos de p y es el segundo término en la ecuación
(4.2) con el cambio de variable j 7→ pj.

Si observamos, el caso p | `N es coherente con el caso anterior, ya que el segun-
do término desaparece debido a que ε(p)pk−1 ≡ 0 (mód `) si k ≥ 2.

Debido a esta compatibilidad con el caso de formas modulares clásicas, tenemos
que si f es una forma propia normalizada de los operadores de Hecke anteriores,
entonces Tp(f) = ap(f)f para todo p primo, por el Teorema 4.10.

4.3. Representaciones de formas modulares
Veamos que podemos asociar una representación de Galois a una forma modu-

lar. Esto sin embargo es muy complicado de hacer en toda su generalidad, y solo
lo haremos sin demostrar todos los teoremas, en el caso más sencillo que es cuando
k = 2.

Sea f una forma propia nueva normalizada de S2(N, ε) en F`. Por definición,
existe F una forma propia nueva normalizada clásica de S2(N, ε0) tal que f se ob-
tiene reduciendo los coeficientes aj(F ) (mód `). A partir de F podemos construir
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una variedad abeliana AF sobre Q. Una explicación de esto se puede encontrar en
la sección 3.4 de [36], aunque la prueba de que AF es definida sobre Q se puede
encontrar en el Teorema 5.23 de [35]. Como las variedades abelianas son variedades
algebraicas proyectivas con una estructura de grupo en sus puntos, el objetivo es
utilizar su `n-torsión para construir la representación de Galois.

Si KF = Q, entonces AF es una curva elíptica, y la representación de Galois de
F se construye como en el caso de curvas elípticas (ver definición 3.10) utilizando la
`-torsión. En el caso general, AF es una variedad abeliana de dimensión 2[KF : Q],
por lo que un procedimiento similar a la definición 3.10 daría como resultado una
representación de dimensión 2[KF : Q]. Veamos sin demostrar los detalles, como
se logra construir una representación de dimensión 2.

Sea AF [`n] el conjunto de los puntos de `n-torsión de AF . No es difícil ver que
en cualquier variedad abeliana, el mapa [`] : AF [`n]→ AF [`n−1] está bien definido,
y permite generar un sistema inverso. Definimos

Ta`(AF ) = lim←−AF [`n]

que es conocido como el módulo de Tate de una variedad abeliana.

Teorema 4.13. Sea F una forma propia nueva normalizada de S2(N, ε0) y V`(AF ) =
Ta`(AF )⊗Q. Entonces V`(AF ) es un módulo libre de rango 2 sobre KF ⊗Q Q`.

Demostración. Ver lema 9.5.3 de [12].

Con V`(AF ) un módulo de rango 2 sobre KF ⊗QQ` '
∏

l|`KF,l, siendo l primos
en OKF y KF,l la localización de K con respecto al primo l, sí podemos obtener
una representación de dimensión 2 ρF,l : GQ → GL2(KF,l) como es explicado en la
página 383 de [12].

Nuestro objetivo ahora es reducir los coeficientes de las matrices de GL2(KF,l).
Sin embargo, los coeficientes no necesariamente están en el anillo. Es necesario para
eso el siguiente teorema:

Teorema 4.14. Sean d entero positivo, ` primo, K un cuerpo de números, L una
extensión finita de Q`, RL el anillo de enteros de L y ρ : GK → GLd(L) una
representación `-ádica continua. Entonces existe ρ′ : GK → GLd(RL) tal que ρ ∼
ρ′.

Demostración. Escribamos V = Ld y Λ = RdL. Por la proposición 7.46 de [30],
tenemos que RL es compacto y por lo tanto Λ es compacto. Por otro lado, RL es
un dominio de factorización única (porque es un dominio local donde su único ideal
maximal es principal generado por el uniformizador), lo que implica que Λ es un
retículo de V puesto que tiene rango al menos d como RL-módulo.
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El Teorema 5.4.15 de [50] muestra que GK es compacto, y como Λ también es
compacto y ρ es continua, entonces ρ(GK×Λ) = Λ′ es compacto. Como Ld es un es-
pacio métrico, que Λ′ sea compacto, implica que es acotado, y entonces ν(w) ≥ −r
para todo w ∈ Λ′, donde8 ν(w) = mı́n {ν(wi) : i = 1, ..., d} con w = (w1, ..., wd) y
r ≥ 0. Como Λ es el retículo de los vectores con valuación no negativa, Λ′ ⊆ π−rΛ,
siendo π el uniformizador de RL.

A su vez, Λ′ =
⋃
g∈GK ρ(g)Λ, así que Λ ⊆ Λ′ y entonces Λ′ tiene rango al menos

d. Usando nuevamente que RL es un dominio de factorización única, obtenemos
que Λ′ tiene rango d y es por lo tanto un retículo en V .

Por su definición, es claro que Λ′ es un retículo estable bajo GK . Esto implica
que la acción de GK en Λ′ genera matrices en GLd(RL) y como Λ′ es un retículo, su
base es base de V , así que para cada elemento de GK , en la base de Λ′ obtenemos
ρ′(g) ∈ GLd(RL). Las representaciones ρ y ρ′ son conjugadas porque son obtenidas
por un cambio de base entre una base de V y la base del retículo Λ′.

Utilizando el Teorema 4.14 para K = Q, L = KF,l y ρ = ρF,l, podemos enton-
ces reducir una representación conjugada a ρF,l : GQ → GL2(KF,l) con coeficientes
en su anillo de enteros para obtener una representación módulo `. Llamaremos
ρF : GQ → GL2(F`) a la semisimplificación de la representación módulo `. Esta
representación obtenida queda definida a menos de conjugación, incluso si cambia-
mos el primo l que divide a ` en KF . Destacamos su propiedad más importante en
el siguiente teorema:

Teorema 4.15. Sea ρF la representación de Galois asociada a F forma propia
nueva normalizada de S2(N, ε0). Entonces la representación es no ramificada para
primos p - `N y en estos primos donde no ramifica, tr(ρF (Frobp)) = ap(F ) (mód `)
y det(ρF (Frobp)) = ε(p)χ`(p).

Demostración. Ver Teorema 9.5.4 de [12].

Esto muestra que la representación que cumple el Teorema 4.15 es única (salvo
conjugación) por el Teorema 2.15, puesto que el conjunto de primos que dividen a
`N son una cantidad finita y ρF es semisimple.

Ahora sí, estamos en condiciones de definir las representaciones de Galois para
formas modulares módulo `.

Definición 4.16. Sea f una forma propia nueva normalizada de S2(N, ε) en F`.
Definimos la representación de Galois asociada a f que denotaremos ρf como
ρf = ρF siendo F un levantamiento de f por el mapa reducción módulo `.

8en la valuación para los vectores de Ld se toma mínimo porque permite medir el
denominador más grande en las coordenadas de w.
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Esta definición no depende del levantamiento elegido, puesto que si F ′ es otro
levantamiento de f , entonces ap(F ) ≡ ap(F

′) (mód `) para todo primo p - `N y
por lo tanto por el Teorema 4.15,

tr(ρF (Frobp)) ≡ ap(F ) (mód `) ≡ ap(F ′) (mód `) ≡ tr(ρF ′(Frobp))

y
det(ρF (Frobp)) = χ`(p) = det(ρF ′(Frobp))

Luego ρF = ρF ′ por el Teorema 2.15.

Si el peso no es 2, también se puede asociar una representación pero la cons-
trucción es más complicada. Resumimos en el siguiente teorema la existencia de la
representación de Galois para cualquier peso:

Teorema 4.17. (Deligne, Serre, 1974). Sea f(z) =
∑

n≥1 an(f)qn una forma propia
nueva normalizada de Sk(N, ε) en F`. Entonces existe una representación de Galois

ρf : GQ → GL2(F`)

tal que en los primos p - `N , la representación ρf no ramifica, y en estos primos
donde no ramifica, tr(ρf (Frobp)) = ap(f) y det(ρf (Frobp)) = εχk−1

` (p).

Demostración. Ver Teorema 6.7 de [11].
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Capítulo 5

Conjetura de Serre

La Conjetura de Serre fue expuesta por Jean Pierre Serre en 1987 en el artículo
[43]. He aquí su enunciado:

(Conjetura de Serre) Sea ρ : GQ → GL2(F`) una representación de
Galois impar e irreducible. Entonces ρ es equivalente a ρf , con ρf una
representación que proviene de una forma propia nueva normalizada f
de Sk(N, ε) para cierto nivel N , peso k y carácter ε que depende de la
representación ρ.

A lo largo de este capítulo, nos dedicaremos a precisar cómo conocer el nivel,
peso y carácter de la forma cuspidal que menciona la conjetura. El nivel y carácter
lo haremos en la sección 5.1 que es más sencillo que el peso, al que le dedicaremos
toda la sección 5.2.

Además de exponer su conjetura, en [43], Serre da siete aplicaciones de la mis-
ma. En este documento mostraremos dos de ellas. La primera es el Último Teorema
de Fermat. El enunciado de este teorema y las ideas de su demostración utilizando
la Conjetura de Serre ya fueron presentadas en la introducción. Aquí seremos más
precisos con los argumentos. La segunda aplicación nos servirá de puntapié para el
capítulo 6, puesto que en este capítulo, en la sección 5.4, usaremos la Conjetura de
Serre para estudiar las curvas elípticas de conductor primo sobre Q y en el capítulo
siguiente haremos lo mismo pero para curvas elípticas sobre cuerpos cuadráticos
reales.

Como mencionábamos en la introducción, la Conjetura de Serre fue demostra-
da en 2009 por los trabajos de Chandrashekhar Khare y Jean-Pierre Wintenberger
(ver [20], [21] y [22]).

En este capítulo no dejaremos referencias de lectura recomendadas, puesto que
el sentido de los capítulos anteriores de este documento era justamente exponer los
resultados necesarios para utilizarlos aquí.



Conjetura de Serre

5.1. Definición de N y ε
Sea ` primo racional y ρ : GQ → GL2(F`) una representación de Galois como en

la definición 2.12. Consideremos el carácter det(ρ). Por el teorema 2.26, det(ρ) fac-
toriza por una extensión ciclotómica Q(ξn) donde n = `Ndet ρ y gcd(`,Ndet ρ) = 1.
Tomaremos N = Ndet ρ. Como Gal(Q(ξn/Q)) ' (Z/`NZ)× ' (Z/`Z)×× (Z/NZ)×

(esto último por el Teorema Chino de los restos), podemos descomponer a det ρ en
dos caracteres ϕ : (Z/`Z)× → F`

× y ε : (Z/NZ)× → F`
× tales que

det ρ = εϕ. (5.1)

Como (Z/`Z)× es cíclico de orden `−1, entonces ϕ(x) = xh con h ∈ Z/(`−1)Z,
y por lo tanto ϕ = χh` siendo χ` : GQ → F` el carácter ciclotómico definido en la
sección 2.3.

Definición 5.1. Escribamos c ∈ Gal(Q(ξn)/Q) a la conjugación compleja. Como c
tiene orden 2, entonces det ρ(c) = ±1. Diremos que la representación ρ es impar
si det ρ(c) = −1.

A partir de ahora nos ocuparemos de representaciones impares. Observar que
si ` = 2 todas las representaciones son impares puesto que −1 ≡ 1 mód 2.

Si ` 6= 2, entonces ρ(c) es conjugada a
(

1 0
0 −1

)
. Esto último es porque ρ(c)

es conjugada a su forma canónica de Jordan, que si no fuera diagonal no tendría
orden 2 porque ` 6= 2 y si es diagonal, sus elementos en la diagonal tienen que ser
elementos de orden 2 en F`. Luego cada uno es 1 o −1, pero como la representación
es impar, tiene que ser uno de cada signo.

5.2. Definición de k
La definición de k va a depender según la acción de I`,t. Consideremos ρ` defi-

nido igual que en el párrafo siguiente al diagrama 2.1.

Consideremos ρss` la semisimplificación de ρ`. Como es semisimple, por el teo-
rema 2.23, podemos factorizar ρss` |I` a ρss` : I`,t → GL2(F`). La semisimplificación
tiene dos caracteres ϕ,ϕ′ : It → F`

× tales que

ρss` =

(
ϕ 0
0 ϕ′

)
.

Teorema 5.2. ϕ y ϕ′ tienen nivel 1 ó 2. Si tienen nivel 2, entonces ϕ′ 6= ϕ, ϕ′ = ϕ`

y ϕ = ϕ′`.
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Demostración. Por el teorema 1.12, tenemos que cualquier preimagen del mapa de
Frobenius s actuando en I`,t por conjugación es lo mismo que componer ` veces.
Entonces

ρss` (sσs−1) = ρss` (σ`) = ρss` (σ)`,

lo que implica que (
ϕ 0
0 ϕ′

)
∼
(
ϕ 0
0 ϕ′

)`
donde con ∼ nos referimos a que son conjugadas como matrices.

Las opciones son ϕ = ϕ` y ϕ′ = ϕ′` lo que implican que ambos tienen nivel 1,
ó ϕ = ϕ′` y ϕ′ = ϕ` que sustituyendo una ecuación implica que ambas tienen nivel
2 si son distintas.

Separamos nuestra discusión según las dos opciones del teorema 5.2.

5.2.1. Cuando ϕ y ϕ′ tienen nivel 2
Si tienen nivel 2, entonces ρ` como representación de GQ` es irreducible. En

efecto, si no lo fuera tendría un subespacio W de dimensión 1 y una subrepresen-
tación ρ′` de dimensión 1. Si aplicamos el Teorema de Jordan-Holder usando a W
como parte de la filtración y restringimos a It y a ρss` , obtenemos que ρ′` es una de
ϕ o ϕ′. Pero entonces ρ′` es de nivel 1 pero tanto ϕ como ϕ′ tienen nivel 2.

Dado el teorema 2.27, y la definición de caracteres fundamentales de nivel 2,
tenemos que

ϕ = θa+`b
`2−1

con 0 ≤ a, b ≤ `− 1. Para simplificar la notación, escribamos θ = θ`2−1. Obser-
var que a 6= b, puesto que si a = b, entonces ϕ = (θθ`)a = χa` por ecuación (2.1),
pero esto no puede ser porque χ` tiene tiene nivel 1.

Cambiando los roles de ϕ y ϕ′ si es necesario (a través de un cambio de base
en la representación), podemos asumir que 0 ≤ a < b ≤ ` − 1. La representación
tiene entonces esta forma:

ρss` =

(
θa+`b 0

0 θb+`a

)
Para este caso, definimos

k = 1 + `a+ b.
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5.2.2. Cuando ϕ y ϕ′ tienen nivel 1 y P` actúa trivial
Como el espacio de caracteres de nivel 1 está generado por el carácter ciclotó-

mico que tiene orden `− 1, tenemos que ϕ = χa` y que ϕ′ = χb` y cambiando roles
si es necesario podemos asumir que 0 ≤ a ≤ b ≤ ` − 2. Como P` actúa trivial, es
semisimple, y por lo tanto la representación tiene esta forma:

ρ` =

(
χa` 0
0 χb`

)
La definición de k en este caso es

k =

{
1 + `a+ b si (a, b) 6= (0, 0)

` si (a, b) = (0, 0)

5.2.3. Cuando P` no actúa trivialmente
Veamos que en este caso dim(V P`) = 1. En efecto, 0 no puede ser por el Teorema

2.22 y 2 tampoco porque P` no actúa trivialmente. Como P` es normal en GQ por
el Teorema 1.10, el subespacio V P` es estable bajo la acción de GQ (ver ejemplo
2.4) y por ende, también lo es V/V P` , lo que implica que ρ actúa como

ρ =

(
θ2 ∗
0 θ1

)

Si consideramos la semisimplificación y nos restringimos a I`,t, nos queda

ρss` =

(
θ2 0
0 θ1

)
.

Por el Teorema 2.23, obtenemos que θi(P`) = 1 con i = 1, 2, y por ende los
caracteres θ1, θ2 quedan bien definidos en I`,t. Sea σ ∈ I` y s una preimagen
del automorfismo de Frobenius. El teorema 1.12, nos da entonces que θi(σ) =
θi(sσs

−1) = θi(σ)` en I`,t para i = 1, 2, lo que demuestra que los caracteres θ1, θ2

tienen nivel 1 por teorema 2.30 y por lo tanto, son una potencia del carácter
ciclotómico, es decir, θi |It= χαi` con αi ∈ Z/(` − 1)Z con i = 1, 2. De esta forma
θiχ
−αi
` es un carácter trivial en I` al que llamaremos εi y de esta forma concluimos

que

ρ` =

(
χα2
` ε2 ∗
0 χα1

` ε1

)
donde entonces, εi(I`) = 1 con i = 1, 2.

Normalicemos 0 ≤ α1 ≤ `− 2 y 1 ≤ α2 ≤ `− 1 y definamos a = mı́n{α1, α2} y
b = máx{α1, α2}. Separamos en dos casos:

1. Si α2 6= α1 + 1 tomamos
k = 1 + `a+ b.
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5.2. Definición de k

2. Si α2 = α1 + 1 la definición de k va a depender de la ramificación salvaje.
Para entender la distinción definamos primero K = (K)ker(ρ`|I` ). Entonces
Gal(K/Qnr

` ) ' Gal(Q`/Qnr
` )/Gal(Q`/K) = I`/ ker(ρ` |I`) ' ρ`(I`). Como

ρ`(P`) es un subgrupo de ρ`(I`), definimos Kt = Kρ`(P`). Como ρ`(P`) es un
`-Sylow dentro de ρ`(I`), Kt es la extensión moderada más grande dentro de
K, lo que implica queKt = K∩Qt

`. Como P`�I` por el teorema 1.10, entonces
ρ`(P`)�ρ`(I`) y de forma análoga tenemos que Gal(Kt/Qnr

` ) ' ρ`(I`)/ρ`(P`).
El diagrama de extensiones queda como se muestra en la figura 5.1 :

Q`

K

Kt

Qnr
`

ker(ρ` |I`)

ρ`(P`)

ρ`(I`)/ρ`(P`)

ρ`(I`)

Figura 5.1: Diagrama de extensiones para el caso en el que la acción de P` es no trivial.

Del hecho de que εi(I`) = 1 para i = 1, 2, del teorema 2.25 y de que α2 =
α1 + 1, tenemos que

ρ`(I`) =

{(
xα1+1 ∗

0 xα1

)
: x ∈ (Z/`Z)×

}

ρ`(P`) =

{(
1 ∗
0 1

)
: x ∈ (Z/`Z)×

}

Consideremos el mapa ρ`(I`) → (Z/`Z)× que manda
(
xα1+1 ∗

0 xα1

)
7→

xα1+1/xα1 , es decir, que divide los elementos de la diagonal. Es fácil chequear
que es un homomorfismo sobreyectivo de grupos cuyo núcleo es ρ`(P`). Por
lo tanto, Gal(Kt/Qnr

` ) ' (Z/`Z)×.

Como ρ`(I`) es un grupo finito, la extensión K/Qnr
` es finita y por lo tanto

Kt/Qnr
` es una extensión finita. Como observamos antes, Kt es un subcuer-

po de Qt
`, así que usando el teorema 1.11, tenemos que Kt ⊆ Kd para algún
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d. Más aún, como tenemos que Gal(Kt/Qnr
` ) ' (Z/`Z)×, concluimos que

Kt = Qnr
` (ξ`) por el teorema 1.28.

Por otro lado, los elementos de ρ`(P`) tienen orden ` (puesto que ( 1 ∗
0 1 )

`
=(

1 `∗
0 1

)
= ( 1 0

0 1 ) porque la característica es `) y como el grupo es finito, enton-
ces

ρ`(P`) =
∏
J

(Z/`Z)

donde J es un conjunto finito (pongamosm = |J |). En particular es abeliano.

Esto último nos permite considerar una acción ρ`(I`)/ρ`(P`) y ρ`(P`) dada
por (gρ`(P`)).u = gug−1. Esta bien definida puesto que si h ∈ ρ`(P`) entonces
(ghρ`(P`)).u = g(huh)−1g−1 = gug−1 donde en esta última igualdad usamos
el hecho de que hu = uh. Si somos más precisos, que g ∈ ρ`(I`) implica

que g =

(
xα1+1 c

0 xα1

)
y que u ∈ ρ`(P`) implica que u =

(
1 d
0 1

)
donde

c, d ∈ F`. Entonces

gug−1 =

(
1 dx
0 1

)
(5.2)

Del hecho de que ρ`(P`) es isomorfo al grupo
∏
J(Z/`Z) aditivo, y que

ρ`(I`)/ρ`(P`) ' (Z/`Z)×, la ecuación (5.2) se transforma en siguiente ac-
ción de (Z/`Z)× y

∏
J(Z/`Z) dada por

x.(g1, ..., gm) = (gx1 , ..., g
x
m)

Usando el teorema 1.28, obtenemos que

K = Kt(x
1/`
1 , ..., x1/`

m )

con xi ∈ (Qnr
` )×/(Qnr

` )×` para cada i = 1, ...,m. Si bien en principio los
elementos son de Kt, se pueden tomar en (Qnr

` )×, puesto que podemos mul-
tiplicar todos sus conjugados por el grupo Gal(Kt/Qnr

` ).

Como observamos en la sección 1.1 posterior a la definición 1.4, tenemos que
Im(vQ`) = Im(vQnr` ) = Z. Escribiremos v` a la valuación `-ádica. Separamos
este caso en dos casos más:

a) Decimos que la representación es poco ramificada si

v`(xi) ≡ 0 mód `

para todo i = 1, ...,m.
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Hipótesis
del caso

Forma de la
representación Valor de k Condiciones

de a y b
ϕ, ϕ′
nivel 2 ρss` |I`,t=

(
θa+`b 0

0 θb+`a

)
k = 1 + `a+ b 0 ≤ a < b ≤ `− 1

ϕ, ϕ′
nivel 1,
P` actúa

trivialmente

ρss` |I`,t=
(
χa` 0
0 χb`

)
k =

{
1 + `a+ b (a, b) 6= (0, 0)

` (a, b) = (0, 0)
0 ≤ a ≤ b ≤ `− 2

P` actúa
no trivial ρ` =

(
χα2
` ε2 ∗
0 χα1

` ε1

)
k =



1 + `a+ b
si α2 6= α1 + 1 o
α2 = α1 + 1

poco ramificada

`(a+ 1) + b
si α2 = α1 + 1
muy ramificada

` 6= 2

4
si α2 = α1 + 1
muy ramificada

` = 2

0 ≤ α1 ≤ `− 2
1 ≤ α2 ≤ `− 1
a = mı́n {α1, α2}
b = máx {α1, α2}

Tabla 5.1: Resumen de los valores de k según la representación.

b) Decimos que la representación es muy ramificada si no es poco rami-
ficada.

Antes de definir los valores de k para cada caso, hagamos algunas observaciones.

Si estamos en el caso de representación poco ramificada, podemos tomar los xi
en Z×` . En efecto, como los xi se toman módulo (Qnr

` )×`, si v`(xi) = `a, entonces
v`(xi(`

−a)`) = 0 y xi(`−a)` es otro representante de xi módulo (Qnr
` )×`.

Si la representación es poco ramificada definimos

k = 1 + `a+ b = 2 + α1(`+ 1)

Si la representación es muy ramificada definimos

k =

{
`(a+ 1) + b = (α1 + 1)(`+ 1) si ` 6= 2

4 si ` = 2

La diferencia con el caso poco ramificado es que sumamos ` − 1 si ` 6= 2 y un
término 2 si ` = 2.

Resumimos en la tabla 5.1 los valores de k según el caso:
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5.2.4. Algunas propiedades de k
Teorema 5.3. Sea ρ : GQ → GL2(F`) una representación impar. Entonces

det(ρ) |I`= χk−1
` .

Demostración. Hay que chequear cada caso de las definiciones de k dada. Veamos
el primer caso de la tabla 5.1 a modo de ejemplo.

En este caso, por la ecuación (2.1), tenemos que θ`+1 = χ`. Entonces

det(ρ) |I`= θa+`bθb+`a = θ(`+1)(a+b) = χa+b
` .

Ahora k − 1 = `a+ b ≡ a+ b (mód `− 1).

El resto de los casos se hacen de la misma forma.

Teorema 5.4. Sea ρ : GQ → GL2(F`) una representación de Galois impar. Entonces
k = 2 si y solo si det ρ |I`= χ` y ρ es finita en `.

Demostración. Ver proposición 4 de [43].

Teorema 5.5. Sea E/Q una curva elíptica, ` primo y ρE,` la representación de
Galois asociada a la curva elíptica.

1. Si E tiene buena reducción en ` entonces k = 2

2. Si E tiene reducción multiplicativa en `, entonces

k =


2 si ` | ν`(∆min(E)),

`+ 1 si ` - ν`(∆min(E)) y ` 6= 2
4 si ` - ν`(∆min(E)) y ` = 2

Demostración. 1. Si E tiene buena reducción en `, ρ es finita en `, así que por los
teoremas 5.4 y 3.12, concluimos que k = 2.

2. En reducción multiplicativa, como en el teorema 3.29, tenemos que

E[`] '
〈
ξ`, q

1/`
〉
/qZ

con acción de Galois compatible.

Como σ(ξ`) = ξ
χ`(σ)
` y σ(q1/`) = ξ∗` q

1/`, donde desconocemos el exponente que
corresponde pero tampoco es importante, tenemos que

ρE,` '
(
χ` ∗
0 1

)
.
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Notar que la forma de ρE,` se corresponde con el último caso de la tabla 5.1, con
ε1 = ε2 = 1 y α2 = α1 +1 = 1, por lo que debemos distinguir según si la representa-
ción es poco ramificada o muy ramificada. Para ellos vemos quienes son en este caso
los cuerpos K y Kt del diagrama 5.1. En efecto, K = Fix(ker(ρ |I`)) = Qnr

` (E[`]) =
Qnr
` (ξ`, q

1/`). Lo estudiado en la sección 5.2.3, muestra que Kt = Qnr
` (ξ`), y enton-

ces el hecho de que la extensión sea poco ramificada o no depende de ν`(q), que
por la ecuación (3.5), es igual a ν`(∆min(E)).

Si es poco ramificado, entonces ` | ν`(∆min(E)) y como (a, b) = (1, 0) de la tabla
5.1, entonces k = 2 en este caso. Si es muy ramificado, entonces ` - ν`(∆min(E))
y como (a, b) = (1, 0), entonces k = ` + 1 si ` 6= 2 y k = 4 si ` = 2, dando el
resultado.

5.3. Aplicación: Último Teorema de Fermat
La Conjetura de Serre, ofrece una solución alternativa y rápida al “Último Teo-

rema de Fermat” como explicamos en la introducción. En esta sección, volvemos
a explicar el argumento pero siendo más precisos en los detalles, y utilizando los
teoremas que fuimos mencionando y/o deduciendo a lo largo del documento.

Recordemos que

Teorema 5.6. (Último Teorema de Fermat, Wiles, 1995) Si n > 2 entero, y existen
enteros a, b, c tales que

an + bn = cn, (5.3)

entonces abc = 0.

El caso n = 3 fue demostrado por Leonard Euler en 1753 y el caso n = 4 lo hi-
zo el propio Pierre de Fermat aproximadamente en el año 1670. Una demostración
elemental del caso n = 4 se puede encontrar en el teorema 2C, cáp. 1, sec. 2 de [38]
y una demostración del caso n = 3 en el teorema 4A, cáp. 1, sec. 4 del mismo libro.

Por lo tanto si n ≥ 5, tenemos tres opciones: o 3 | n, o 4 | n, o existe un
primo ` ≥ 5 tal que ` | n. En los primeros dos casos, n = αn′ siendo α = 3, 4,
así que si existiese una solución (a, b, c) ∈ Z3 con todos no nulos para n, entonces
(an

′
, bn

′
, cn

′
) es solución entera con todos no nulos para 3 o 4, que ya sabemos que

no existe. En el tercer caso, n = n′`, y el mismo argumento que antes, nos lleva a
tener una solución entera con todos no nulos para `. Con esta observación, alcanza
con probar el teorema 5.6 para cuando n es primo mayor o igual a 5.

Supongamos que tenemos (a, b, c) una solución de enteros no nulos para algún
primo ` mayor o igual a 5. Por ser (5.3) una ecuación homogénea, se pueden tomar
(a, b, c) coprimos. Es claro que uno de ellos debe ser par (pongamos b) y como son
coprimos, los otros dos deben ser impares. Para simplificar la notación, denotemos
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(A,B,C) = (a`, b`, c`).

Consideremos la curva elíptica

E : y2 = x(x+A)(x−B).

Entonces E es una curva elíptica definida sobre Q en la cual,

1. ∆min(E) = 2−8A2B2C2,

2. N(E) = rad(ABC), es decir,

3. E tiene reducción multiplicativa en todos los primos que dividen al discrimi-
nante.

Tener en cuenta que 2 ya esta considerado en ABC porque 2 | b y por ende
210 | B2 puesto que ` ≥ 5.

Teorema 5.7. Si ` ≥ 5 primo, entonces ρE,` es irreducible.

Demostración. Por la forma de la ecuación que determina E, tenemos que E[2] ⊆
E(Q). Si ρE,` fuera reducible, por el teorema 3.31, E o una curva isógena posee un
punto de `-torsión, lo que implica |Etor(Q)| ≥ 4` ≥ 20, lo cual es absurdo por la
clasificación de Mazur (teorema 3.14).

Apliquemos ahora la Conjetura de Serre. Por el teorema 5.7, ρE,` es irreduci-
ble. Por el teorema 3.12, det ρE,` = χ`; en particular, ε = 1, ρE,` es impar y k ≡ 2
(mód `− 1).

Por el teorema 3.29, el conductor NρE,` es el producto de los primos p 6= ` de
mala reducción tal que ` - νp(∆min(E)). Si p 6= 2 y p | abc (pongamos r = νp(abc)),
entonces νp(∆min(E)) = 2`r. Si p = 2, ν2(∆(E)) = 2`r − 8. Entonces NρE,p = 2.

Con respecto al peso, como ` | ν`(∆min(E)) = 2`r, entonces k = 2.

La Conjetura de Serre establece que ρE,p debe ser conjugada a una representa-
ción ρf con f una forma propia nueva normalizada de S2(2, 1). Tal forma cuspidal
no existe, lo que da el resultado.

Un hecho fundamental para que esta demostración funcione para cada primo
`, es que la forma cuspidal f que buscamos no depende de `, puesto que el peso
y el nivel en donde debemos buscar es siempre 2. Si hubiese dependido de `, este
argumento hubiese servido sólo para los primos en los que podamos computar la
dimensión del espacio de formas propias cuspidales y obtengamos que es trivial, que
serían una cantidad finita. El hecho de poder bajar el nivel y el peso a un número
que no depende de ` es una especie de resultado de “Level-Lowering” intrínseco en
los teoremas 3.29 y 5.5.
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5.4. Aplicación: Curvas elípticas con conductor primo so-
bre Q

El objetivo es clasificar las curvas elípticas definidas sobre Q con conductor
primo. Sea E/Q una curva elíptica tal que N(E) = P con P primo. Por el teorema
3.30, podemos tomar E en su modelo minimal global. Entonces por el comentario
hecho posterior al teorema 3.30, sabemos que los primos que dividen al discriminan-
te son los mismos que los que dividen al conductor, y por lo tanto, ∆min(E) = ±Pm
con m ≥ 1. La idea es utilizar la Conjetura de Serre para reducir la posibilidad de
primos que pueden dividir a m. Para ello, empezamos con el siguiente teorema:

Teorema 5.8. Sea E/Q una curva elíptica semiestable, ` primo y
∣∣∆min(E)

∣∣ una
potencia `-ésima. Entonces E tiene un subgrupo Q-racional de orden ` y ` ≤ 7.

Demostración. Si ` > 7, por el Teorema de Mazur (teorema 3.14), ρE,` es irredu-
cible, aplicando el mismo argumento que en el teorema 5.7. Como ∆min(E) es una
potencia `-ésima, entonces ` | νp(∆min(E)) para todo primo p y entonces por el
teorema 3.29, NρE,` = 1 y por el teorema 5.5, k = 2.

Por el teorema 3.12, det ρE,` = χ`, así que en particular ε = 1. Aplicando la
Conjetura de Serre, ρE,` es conjugada a una representación ρf con f una forma
propia nueva normalizada de S2(1, 1). Esto nos lleva a una contradicción puesto
que no existen formas cuspidales de peso 2 y nivel 1. Por lo tanto ` ≤ 7.

Una vez más, el hecho de que ∆min(E) es una potencia `-ésima y el teorema 3.29
nos lleva ahora a que Q(E[`])/Q es no ramificada fuera de `. Si suponemos que E no
tiene un subgrupo Q-racional de orden `, entonces E no tiene isogenias racionales de
orden ` (puesto que si tuviera, el núcleo de la isogenia sería un subgrupo Q-racional)
y por lo expuesto en la página 261 de [40], entonces Gal(Q(E[`])/Q) = GL2(F`).

Escribamos d = ∆Q(E[`])/Q y n = [Q(E[`]) : Q]. Entonces |d|1/n = `α con α
conocido como es explicado en la proposición 9.2 de [6]. En todos los casos de α
para ` ≤ 7, |d|1/n viola cotas inferiores de Odlyzko, que son mejoras a las cotas de
Minkowski (ver teorema 1 de [34]).

Teorema 5.9. Sea E/Q una curva elíptica con conductor N(E) = P primo y sea
∆min(E) = ±Pm. Entonces m = 1 salvo finitas clases de isogenia listadas en la
tabla 5.2.

Demostración. Por el comentario posterior a la definición 3.28, E es semiestable.
Supongamos que m > 1. Entonces, existe ` primo tal que ` | m. Entonces por el
teorema 5.8, ` ≤ 7 y hay un subgrupo Q-racional de orden `.

Si ` = 2, hay un subgrupo Q-racional de orden 2. En el teorema 2 de [44] se
prueba que entonces E es isógena a una curva de Setzer-Neumann si P 6= 17 y hay
dos opciones si P = 17.
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Conjetura de Serre

Para ` = 3, 5, 7, [32] demuestra que las únicas opciones son
(P, `) ∈ {(11, 5), (19, 3), (37, 3)}.

Para finalizar este capítulo, describimos en la tabla 5.2 las curvas mencionadas
en el teorema 5.9 para cuando el discriminante de la curva no es primo. En la tabla
también se indican el conductor y el discriminante de las mismas.

Ec. de la curva / LMFDB label Conductor Discriminante
minimal

y2 + xy = x3 + u−1
4
x2 + 4x+ u

(p = u2 + 64)

p −p2

11.a2 11 −115

17.a2 17 172

17.a3 17 −174

19.a2 19 −193

37.b2 37 373

Tabla 5.2: Curvas elípticas de conductor primo cuyo discriminante no es primo
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Capítulo 6

Curvas elípticas en cuerpos cuadráticos

Inspirados en la sección 5.4, buscamos clasificar las curvas elípticas de conduc-
tor potencia de primo para algunos cuerpos cuadráticos reales.

Como antecedentes similares, tenemos: para curvas elípticas sobre Q de con-
ductor primo, el artículo [29] de Jean-François Mestre y Joseph Oesterlé, quienes
demostraron el resultado de la sección 5.4 sin utilizar la conjetura de Serre. Para
extensiones de Q, en [8], John Cremona y Ariel Pacetti clasifican las curvas elípti-
cas de conductor primo sobre cuerpos cuadráticos imaginarios de número de clases
1.

Lo que haremos será replicar las ideas expuestas en [8]. Se presentarán, por
supuesto, algunas diferencias con respecto a su estudio. La ventaja principal, es
que, como veremos en la sección 6.1.3, se cuenta con teoremas de modularidad y
Level-Lowering para cuerpos cuadráticos reales. La desventaja, va a radicar en que
para determinar las curvas elípticas posibles, se debe buscar entre las unidades del
anillo de enteros del cuerpo, pero en cuerpos cuadráticos imaginarios, las unidades
son finitas, mientras que en cuerpos cuadráticos reales, son infinitas.

En este capítulo, dedicaremos la sección 6.1 a enunciar los resultados ya co-
nocidos (clásicos o modernos) que utilizaremos para la investigación. En el resto
de las secciones, iremos obteniendo resultados para completar el problema. Para
realizar algunos cálculos, se utilizó la herramienta MAGMA (ver [3]), por lo que
los programas escritos serán puestos en un apéndice de este documento y serán
citados conforme se explican los argumentos.

6.1. Resultados conocidos
6.1.1. Sobre las unidades en cuerpos cuadráticos reales

Sea K un cuerpo cuadrático real, entonces K = Q(
√
d) con d entero positivo y

libre de cuadrados. Veamos un teorema clásico que utilizaremos con frecuencia:
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Teorema 6.1. Sea K un cuerpo cuadrático real. Entonces

O×K ' {±1} ×
{
εkf : k ∈ Z

}

Demostración. Como K es cuadrático real, tiene r = 2 encajes reales y s = 0
encajes complejos. Luego aplicar el teorema de las unidades de Dirichlet (Teorema
5.1 de [30]) para obtener que el rango es 1 y que la torsión es {±1} porque el resto
de las raíces de la unidad no son reales.

Tenemos cuatro posibles generadores para la parte libre del grupo de unidades.
Sin embargo, solo uno de ellos es mayor a 1.

Definición 6.2. Sea K un cuerpo cuadrático real. Llamamos unidad fundamental
de K y la denotaremos εf , al único elemento de O×K que genera la parte libre y es
mayor a 1.

6.1.2. Formas modulares de Hilbert
Veamos como generalizar las formas modulares clásicas de la sección 4.1 si aho-

ra tenemos K un cuerpo cuadrático real. El fin de esta generalización, es conseguir
un teorema de modularidad que nos permita entender mejor las representaciones
de curvas elípticas sobre K.

Daremos aquí una breve explicación de la generalización. Para más detalles, se
recomienda leer el capítulo “Hilbert Modular Forms and Their Applications” de [5].
Para una explicación resumida, pero que abarca algunos aspectos en los que aquí
no profundizaremos, ver sección 3.6 de [7]

Para empezar, generalicemos la definición 4.1:

Definición 6.3. Sea N un ideal de OK . Llamamos subgrupo de congruencia de
nivel N al conjunto

Γ0(N ) =

{
γ ∈ SL2(OK) : γ ≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
(mód N )

}
.

donde la congruencia módulo N es en cada entrada de la matriz.

Al igual que en la sección 4.1, el índice de Γ0(N ) en SL2(OK) es finito y
Γ0(1) = SL2(OK).

Como K es un cuerpo cuadrático real, tiene dos encajes distintos σ1, σ2 : K ↪→
R. Como hay dos encajes, consideramos la acción de las matrices de SL2(OK) sobre
H2 según los dos encajes posibles.
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Definición 6.4. En concreto, como en la definición 4.2, dada γ ∈ SL2(OK) y
k = (k1, k2) un par de enteros definimos el operador [γ]k : CH2 → CH2 como:

(F [γ]k)(z, z
′) = (σ1(c)z + σ1(d))−k1(σ2(c)z′ + σ2(d))−k2

F

(
σ1(a)z + σ1(b)

σ1(c)z + σ1(d)
,
σ2(a)z′ + σ2(b)

σ2(c)z′ + σ2(d)

)

cuando γ =

(
a b
c d

)
.

No es difícil ver que esto generaliza la ecuación (4.1), puesto que si K = Q,
solo tendríamos un encaje y OK = Z.

Definición 6.5. Sea K un cuerpo cuadrática real, k = (k1, k2) un par de enteros y
N � OK . Una forma modular de Hilbert de peso (k1, k2) y nivel N es una
función F : H2 → C tal que:

1. F es biholomorfa en H2,

2. F [γ]k = F para toda γ ∈ Γ0(N ),

Si comparamos con la definición 4.5, no estamos imponiendo que F sea ho-
lomorfa en las cúspides. Esto se debe a que las formas modulares de Hilbert son
automáticamente holomorfas en las cúspides por el principio de Götzky-Koecher
(ver Teorema 1.20 de [5]). Al igual que en la sección 4.1, debido a la definición
de Γ0(N) tenemos que F es 1-periódica y podemos considerar una expansión de
Fourier en dos variables para F .

Definición 6.6. Si k1 = k2 = k diremos peso paralelo k.

A partir de ahora, solo trabajaremos con formas modulares de peso paralelo
k. Denotaremos Mk(N ) al espacio de las formas modulares de peso paralelo k y
nivel N . Una vez más, cadaMk(N ) es C-espacio vectorial de dimensión finita (ver
Teorema 1.33 de [5]) y en casi todos los casos se conoce la dimensión.

Definición 6.7. Sea K un cuerpo cuadrática real, k un entero y N �OK enteros.
Decimos que F : H → C es una forma cuspidal de peso paralelo k y nivel N
si

1. F es una forma modular de peso paralelo k y nivel N ,

2. F [α]k (∞,∞) = 0, ∀α ∈ SL2(OK).

Denotaremos Sk(N ) al espacio de formas cuspidales de peso paralelo k y nivel
N .
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Definición 6.8. Una forma cuspidal se dice normalizada si en su expansión de
Fourier a1(F ) = 1.

Los espacios de formas modulares y cuspidales se pueden computar usando
MAGMA (ver [3]).

Continuando con las analogías con respecto a la sección 4.1, vemos que podemos
asociar también operadores de Hecke a las formas modulares de Hilbert (ver página
32 de [7]) cuyas propiedades son iguales a las expuestas en el Teorema 4.7. Estos
operadores, junto a una noción de producto interno de Petersson (ver definición
1.30 de [5]) nos permite definir el concepto de forma propia cuspidal nueva como
en la sección 4.1, y al igual que antes existe una representación de Galois:

Teorema 6.9. Sea K un cuerpo cuadrático real, F una forma de Hilbert propia nue-
va normalizada de Sk(N ) y ` primo racional. Entonces existe una representación
de Galois

ρF : GK → GL2(F`)

tal que en los primos p - `N, la representación ρF no ramifica, y en estos primos
donde no ramifica, tr(ρF (Frobp)) = ap(F ) y det(ρF (Frobp)) = N(p) siendo N(p)
la norma del primo p .

Demostración. Ver [48] y [17]. Este último para el caso de peso paralelo 1.

6.1.3. Teoremas de modularidad y Level-Lowering
Como vimos en la introducción, contar con teoremas de este tipo es funda-

mental para resolver problemas. Un teorema de modularidad, nos permite asociar
representaciones de Galois de curvas elípticas a representaciones de formas de Hil-
bert propias nuevas normalizadas, y un teorema de Level-Lowering, nos da el dato
sobre el espacio de que peso y nivel debemos buscar. Afortunadamente, tales teo-
remas existen en el caso de cuerpos cuadráticos reales:

Teorema 6.10. (Modularidad) Todas las curvas elípticas sobre cuerpos cuadráticos
reales son modulares

Demostración. Ver Teorema 1 de [14].

Teorema 6.11. (Level-Lowering) Sea K totalmente real, E/K una curva elíptica
de conductor N , ` un primo racional. Denotemos ∆q el discriminante del modelo
minimal de E en q y sean

M` =
∏
q||N

`|vq(∆q)

q, N` =
N
M`

donde || significa que q divide exactamente a N.

Agreguemos además que,
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1. ` ≥ 5 y e(q | `) < `− 1 para todo q | `,

2. Q(ξ`)
+ = Q(ξ` + ξ`) * K,

3. E es modular,

4. ρE,` es irreducible,

5. E es semiestable para los q | `,

6. ` | vq(∆q) para todo q | `.

Entonces existe una forma modular de Hilbert propia nueva y normalizada F ,
de peso paralelo 2 y de nivel N` tal que ρE,` ∼ ρF

Demostración. Ver Teorema 7 de [15].

6.2. Estrategia
La estrategia puede dividirse en cuatro etapas:

1. Lo primero que haremos será usar los Teoremas 6.10 y 6.11 para trabajar
sobre algunos cuerpos cuadráticos reales que nos permitan decir (en la ma-
yoría de los casos) que las representaciones de curvas elípticas son reducibles
(Teorema 6.12).

2. Luego, buscaremos un análogo al Teorema 3.31, para deducir que las curvas
elípticas cuya representación es reducible, tiene un punto de `-torsión para
algún ` que divide a νp(∆min(E)) (Teorema 6.14).

3. Vamos a reducir las posibilidades de los valores de ` usando cotas de Hasse.

4. Teniendo pocos valores para ` y conociendo la forma de las curvas elípticas
cuando tienen un punto de `-torsión para valores pequeños de `, vamos a
buscar los posibles coeficientes ai de las curvas elípticas.

Esta es en principio la estrategia. Sin embargo, en cada paso, iremos teniendo
casos bordes que deben ser tratados diferente y usando algún resultado extra. En
este documento sin embargo, no completaremos todos los detalles, y se seguirá
trabajando en un futuro con el problema.

6.3. Resultados generales
Sea K = Q(

√
d) cuerpo cuadrático real. Utilizando MAGMA [3], encontra-

mos que para d ≤ 1000, solo d = 2, 3, 5, 13, 17, 21 cumplen que S2(1) = {0} (ver
’PROGRAMA 1’ en apéndice). En lo que queda del documento, K será un cuerpo
cuadrático real para alguno de esos valores de d.
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Usando MAGMA, se puede ver también que todos los cuerpos anteriores tienen
número de clase 1, y que el número de clase narrow es igual 1 para casi todos los
cuerpos a excepción de d = 3 y d = 21, en el cual el número de clase narrow es
2. Esto implica por el Teorema 3.30, que todas las curvas elípticas tienen modelo
minimal global y tiene sentido referirse al discriminante minimal ∆min(E).

Sea E/K una curva elíptica con conductor potencia de primo N(E) = pn,
siendo p un ideal primo de OK y n > 0. Por el comentario posterior al Teorema
3.30, sabemos que (∆min(E)) = pm con m > 0. A lo largo de lo que queda de
capítulo, reservaremos d, n, m y p al uso que les hemos dado hasta ahora.

Teorema 6.12. Sea K algunos de los cuerpos considerados, E/K una curva elíptica
con conductor primo p y m > 1. Sea ` ≥ 5 primo racional tal que ` | m. Entonces
ρE,` es reducible excepto si d = ` = 5.

Demostración. Supongamos que ρE,` es irreducible. La idea es utilizar el Teorema
6.11.

De las hipótesis de ese teorema, las partes 6 y 5 son porque el conductor de
E es primo. 4, es la suposición, 3 es el Teorema 6.10 y 1 es porque el cuerpo es
cuadrático y ` ≥ 5.

La condición 2 debemos mirarla con más detalle. La extensión Q(ξ`)
+/Q tiene

grado `−1
2 , por lo que si ` ≥ 7, no está contenida en K que es de grado 2. Si ` = 5,

Q(ξ`)
+ = Q(

√
5) que no está contenido en K si d 6= 5. Estando ahora sí en las

hipótesis, por el Teorema 6.11, la representación ρE,` se asocia a una forma cuspidal
de Hilbert de peso paralelo 2 y nivel 1. Dado que para los cuerpos K con los que
decidimos trabajar, S2(1) es trivial, llegamos a una contradicción.

El Teorema 6.12, nos deja el primer caso borde que corresponde a (d, `) = (5, 5),
el cual no estudiaremos en este documento.

En la misma línea del Teorema 6.12, tenemos:

Teorema 6.13. Sea K algunos de los cuerpos considerados, E/K una curva elíptica
con conductor pn tal que 2 | m. Entonces ρE,2 es reducible.

Demostración. Supongamos que ρE,2 es irreducible. Por el ejemplo 3.13, tenemos
que Gal(K(E[2])/K) ≈ S3 o A3. Como el número de clase es 1, tenemos que
∆(E) = uπ2r con u ∈ O×K y π generador de p.

Supongamos que es S3. Dado que la característica de K es cero, podemos
llevar E a su forma normal de Weierstrass, obteniendo que la curva es de la forma
y2 = f(x) con f de grado 3. En este lugar, tenemos que φ2 = f y por ende
∆(φ2) = ∆(f) = 2−4∆(E) = 2−4uπ2r. Como el grupo de Galois es S3, el ejemplo
3.13 muestra que u no es un cuadrado y por ende K(

√
∆(E)) = K(

√
u) es un

subcuerpo de K(E[2]). Por el Teorema 3.29, los primos que pueden ramificar en la
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extensión K(E[2])/K son 2 y p. Ahora, como 2 | vp(∆p), entonces p no ramifica, y
por lo tanto, solo el 2 puede ramificar. Esto nos lleva a buscar cuerpos L tales que:

Gal(L/K) = S3,

OL no ramifica afuera de 2,

K(
√
u) ⊆ L

Más aún, por el Teorema 6.1,K(
√
u) es alguno deK(

√
εf ),K(

√−εf ) oK(
√
−1),

siendo εf la unidad fundamental, y Gal(L/K(
√
u)) = C3. Utilizando ’PROGRA-

MA 2’ copiado en el apéndice, encontramos que no hay ningún cuerpo L en las
condiciones anteriores.

Si ahora el grupo de Galois es A3, las ideas de la parte anterior sirven y lo que
buscamos es una extensión L tal que

Gal(L/K) = A3,

OL no ramifica afuera de 2.

Tampoco encontramos cuerpos en este caso.

Faltaría un análogo a los Teoremas 6.12 y 6.13 para ` = 3 que no estudiaremos
en este documento.

El siguiente teorema es un análogo al Teorema 3.31 presentado en el capítulo
3.

Teorema 6.14. Sea K algunos de los cuerpos considerados, ` ≥ 3 un primo ra-
cional tal que ` | m y E/K una curva elíptica semiestable para la cual ρE,` es
reducible. Entonces E o una curva isógena tiene un punto de `-torsión, excepto que
la representación sea alguna de las siguientes:

1. ρE,` '
(
χ3 ∗
0 χ` χ3

)
en d = 3, 21 con ` que no ramifica.

2. ρE,` '
(
χ` χ3 ∗

0 χ3

)
en d = 3, 21 con ` que no ramifica.

3. ρE,3 '
(
ψχ3 ∗

0 ψ

)
en d = 13, con ψ : GK → F×3 que factoriza por el cuerpo

K

(√√
13−1
2

)
.

4. ρE,3 '
(
ψχ3 ∗

0 ψ

)
en d = 13 con ψ : GK → F×3 que factoriza por el cuerpo

K

(√
−
√

13−1
2

)
.
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5. ρE,3 '
(
ψχ3 ∗

0 ψ

)
en d = 21 con ψ que factoriza por el cuerpo L =

K

(√
3−
√

21
2

)
.

6. ρE,3 '
(
ψχ3 ∗

0 ψ

)
en d = 21 con ψ que factoriza por el cuerpo L =

K

(√
3+
√

21
2

)
.

7. ρE,7 '
(
χ2

7 ∗
0 χ−1

7

)
en d = 21.

Demostración. Observar que como el cuerpo es real, si la representación es irredu-
cible, entonces es absolutamente irreducible (es decir, que es irreducible incluso en
F`). En efecto, como el cuerpo es real, existe c ∈ GK una conjugación compleja.
Como det ρE,` = χ`, la conjugación compleja actúa como −1, lo que implica que
sus valores propios son 1 y −1, así que entonces los vectores propios están en F`
porque los valores propios lo están. Como ` > 2, tenemos que 1 6= −1 y entonces
estos subespacios parten la representación en 2 a través de la acción de conjugación
compleja. Si estos dos subespacios son invariantes por el resto de los elementos, en-
tonces la representación será reducible, si no, será irreducible. Esto ocurre incluso
en cuerpos de números con al menos un encaje real en C, que es lo que nos permite
asegurar tener una conjugación compleja en GK .

Como ρE,` es reducible, en alguna base adecuada tenemos que

ρE,` '
(
θ2 ∗
0 θ1

)
con θi : GK → F×` tales que θ1θ2 = χ`, porque es la representación de una curva
elíptica.

Debido al Teorema 3.29 y al hecho de que ` | m, sabemos que ρE,` solo puede
ramificar en lugares finitos arriba de ` y los lugares de infinito, y esto se traslada
a los caracteres θ1 y θ2. A su vez, el lema 1 de [23], indica que si E es semiestable
y ` no ramifica en K, entonces los caracteres no pueden ramificar en el mismo
primo arriba de `. Si uno de los caracteres es 1, entonces E o una curva isógena
tiene un punto de orden `, basados en el mismo argumento que en el Teorema 3.31.
Discutamos según las posibilidades de ` en K.

Si ` es inerte, entonces solo uno de los caracteres puede ramificar en `, y por lo
tanto el otro solo puede ramificar en los lugares de infinito. Para cuerpos donde el
número de clases narrow es 1, esto implica que el carácter que no ramifica en ` debe
ser trivial. Para cuerpos donde el número de clases narrow es 2, esto significa que
uno o ambos caracteres factorizan por la extensión abeliana maximal K+ donde
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K no ramifica en ningún lugar finito (ver Teorema 1.26). Por lo tanto, E tiene un
punto de `-torsión en K+. En los cuerpos que estamos considerando esto solo puede
pasar si d = 3 o 21. En ambos casos, K+ = K(

√
−3) y el carácter es χ3. Si ninguno

de los caracteres es trivial, tenemos en principio las siguientes combinaciones:

(a) θ1 ramifica en ` y θ2 = χ3,

(b) θ2 ramifica en ` y θ1 = χ3,

(c) θ1 = θ2 = χ3. Esto último sin embargo no puede ocurrir puesto que θ1θ2 =
χ2

3 = 1 6= χ` para ` > 2.

Si ` descompone, entonces ` = l1l2. Si ambos primos ramifican en el mismo
carácter, entonces el otro carácter solo puede ramificar en lugares de infinito. El
mismo argumento que el planteado antes, nos lleva a que si uno de ellos no es
trivial, entonces d = 3 o 21 y θ1 = χ3 ó θ2 = χ3.

Consideremos el caso en el que θi solo ramifica en li con i = 1, 2. Sea u ∈×
y llamemos uν al elemento de IK que vale 1 en todas las coordenadas que no son
la valuación ν y u en ν. Para simplificar la notación, llamemos u = (u, u, ...) el
encaje por la diagonal de la unidad u. El Teorema 1.23 nos permite considerar
θ̃i = θi ◦ ΦK : IK → Gal(Kab/K)→ F`, así como χ̃` = χ` ◦ ΦK . Se cumple que

χ̃`(uli) = u (mód li) (6.1)

para i = 1, 2. Una vez más el Teorema 1.26, nos asegura que θ̃1(u) = 1 para todo
u ∈ O×K . Del hecho de que θ1 solo puede ramificar en l1, ∞1 y en ∞2 siendo estos
dos últimos los lugares del infinito, tenemos que

1 = θ̃1(u) = θ̃1(ul1)θ̃1(u∞1)θ̃1(u∞2). (6.2)

Por otro lado, como θ2 no ramifica en l1 y χ̃` = θ̃1θ̃2, entonces χ̃`(ul1) = θ̃1(ul1).
Además, θ̃1(u∞i) = ±1 porque corresponden a los lugares en infinito para i = 1, 2,
así que sustituyendo en la ecuación (6.2), obtenemos

χ̃`(ul1) = θ̃1(u∞1)θ̃1(u∞2) (6.3)

Evaluando la ecuación (6.3) en u = ε2f y utilizando la ecuación (6.1) y el hecho
de que θ̃1(u∞i) son caracteres de orden 2 para i = 1, 2, obtenemos que

χ̃`((ε
2
f )l1) = ε2f (mód l1) = 1 = θ̃1((ε2f )∞1)θ̃1((ε2f )∞2)

, lo que implica que l1 | (ε2f − 1). Esto da finitos valores posibles para ` en cada
uno de los cuerpos que consideramos. Teniendo en cuenta el hecho de que ` tiene
que descomponer y ser mayor a 2 por nuestra hipótesis, solo encontramos el caso
(d, `) = (13, 3). Por lo tanto, θ1 : GK → F×3 y solo ramifica en 3, lo que nos lleva
a buscar extensiones L/K de grado 2 que solo ramifiquen en uno de los primos li

arriba de 3. El PROGRAMA 3 (ver apéndice) da los cuerpos K
(√

±
√

13−1
2

)
, que
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corresponden básicamente a tomar raíz cuadrada de dos generadores de los ideales
l1 y l2. Este caso se suma a la lista de excepciones.

Si ` ramifica: Aplicando el mismo argumento que en el Teorema 2.5 de [8],
obtenemos que θ1/θ2 es no ramificado sobre primos finitos. Discutimos según dos
casos:

1. Si θ1/θ2 = 1, entonces θ2
1 = χ`. Sea L el cuerpo por el cual factoriza θ1,

como θ1 : GK → F×` por ser la representación de una curva elíptica, entonces
[L : K] | ` − 1 y como ya sabíamos, L/K solo ramifica en ` o en lugares
del infinito. A su vez, si θ1(σ) = 1 entonces χ`(σ) = 1, lo que implica que
Gal(K/L) ⊆ Gal(K/K(ξ`)) y entonces K(ξ`) ⊆ L. Por otro lado, |χ`| =
[K(ξ`) : K] que será `−1

2 sí K ⊆ Q(ξ`) y será ` − 1 en caso contrario. En
nuestros cuerpos, será `−1

2 si d = 5, 13, 17. Por lo tanto, en d = 5, 13, 17
podría aparecer un carácter en una extensión cuadrática de K(ξ`) que no
ramifique en primos finitos que no dividen a `. El programa que hace esto
es el PROGRAMA 3 (ver apéndice) y no encontró ningún cuerpo L. Por lo
tanto, L = K(ξ`) y entonces θ1 = χk` con k < |χ`|, que será ` − 1 o `−1

2
según el valor de d como fue explicado antes. La ecuación θ2

1 = χ` implica
que 2k ≡ 1 (mód |χ`|) que no da soluciones para ninguno de los casos.

2. Si θ1/θ2 6= 1. Este caso solo puede ocurrir si el número de clases narrow es
mayor a 1, y al igual que como era explicado en el caso de ` inerte, entonces
d = 3 o 21 y θ1/θ2 = χ3. Despejando en el determinante de la representación
obtenemos que θ2

1 = χ`χ3.

Si d = 3, entonces ` = 3 y tanto θ1, θ2 como χ3 factorizan por K(
√
−3). De

la ecuación θ1θ2 = χ3, obtenemos que uno de ellos debe ser trivial.

Si d = 21, entonces ` = 3 ó 7, y podemos escribirK = Q(
√
` `′). Observar que

cualquiera de los dos sea `, tenemos que χ3 = χ
`−1
2

` , y entonces θ2
1 = χ

`+1
2

` .

Como los primos son de la forma 3 (mód 4), tenemos que
(
θ1/χ

`+1
4

`

)2

= 1,

por lo que encontrar θ1 es equivalente a encontrar un carácter de orden 2,

que sea igual a θ1/χ
`+1
4

` . Como en los casos anteriores, esto lo haremos bus-
cando una extensión L/K de grado 2 que solo ramifique en ` y en infinito.
La segunda parte del PROGRAMA 3 (ver apéndice) hace esto y obtenemos
cuatro extensiones posibles:

Para (d, `) = (21, 3): K
(√

3−
√

21
2

)
, K

(√
3+
√

21
2

)
y K(

√
−3).

Para (d, `) = (21, 7): K(
√
−7).
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En el último caso de (d, `) = (21, 3) y en el único caso de (d, `) = (21, 7), el

carácter es χ
`+1
2

` , y por tanto (θ1, θ2) = (χ
3`−1

4
` , χ

`+1
4

` ). Si ` = 3 esto es (θ1, θ2) =
(1, χ3), y por tanto hay un punto de 3-torsión. Si ` = 7, entonces (θ1, θ2) = (χ5

7, χ
2
7).

En lo que continúa, buscaremos curvas elípticas con puntos de `-torsión en K,
por lo que excluiremos en este documento, el estudio de curvas elípticas sin puntos
de torsión en K con representación reducible, que corresponde a los casos señala-
dos en el Teorema 6.14. Los casos bordes que aparecieron, no se estudiarán en este
documento.

Veamos el punto 3 de nuestra estrategia, reduciendo los valores posibles para `.
Para ellos daremos dos teoremas. El primero (Teorema 6.16) es aplicable para cual-
quier curva elíptica con un punto de `-torsión. El segundo (Teorema 6.17) agrega
una hipótesis más sobre el primo que divide al conductor.

Empezaremos sin embargo, con un teorema análogo al Teorema 3.14 para cuer-
pos cuadráticos:

Teorema 6.15. Sea K un cuerpo cuadrático y E/K una curva elíptica. Entonces
Etor(K) es alguno de los siguientes grupos:

Z/NZ, con 1 ≤ N ≤ 16 o N = 18,

Z/2Z× Z/2NZ con N ≤ 6,

Z/3Z× Z/3NZ con N ≤ 2,

Z/4Z× Z/4Z.

Demostración. Ver teorema de [18].

Teorema 6.16. Sea K algunos de los cuerpos considerados, ` primo y E/K una
curva elíptica con un punto de `-torsión. Entonces ` ≤ 13.

Demostración. Si P es el punto de `-torsión, debe ser un elemento de alguna de
las torsiones posibles del Teorema 6.15. No es difícil ver que entonces ` ≤ 13.

Teorema 6.17. Sea K algunos de los cuerpos considerados, ` primo impar, E/K
una curva elíptica con un punto de `-torsión y conductor N(E) = pn con p ideal
primo de OK . Si p - 2, entonces

` ≤ 5 si d = 2, 3, 17,

` ≤ 7 si d = 5, 13, 21.
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Demostración. Sea q ideal primo arriba de 2. Como p - 2, E tiene buena reducción
en q, y entonces por el Teorema 3.23, E(K)[`] ↪→ Ẽ(Fq). Por el Teorema 3.32,

#Ẽ(Fq) ≤ N(q) + 1 + 2
√
N(q).

En d = 2, 3, el número 2 ramifica, entonces N(q) = 2. En d = 17, el número
2 descompone así que N(q) = 2 y en d = 5, 13, 21, el número 2 es primo, así que
N(q) = 4 por lo que

` ≤ #E(Fq) ≤
{
6 si d = 2, 3, 17,
9 si d = 5, 13, 21. (6.4)

Luego, simplemente usar que ` es primo para obtener el resultado.

6.4. Curvas elípticas con 2-torsión
En esta sección nos encargaremos de las curvas elípticas de conductor potencia

de primo impar con un punto de 2-torsión sobreK, en los cuerpos cuadráticos reales
considerados. Sea E/K una curva elíptica en las hipótesis mencionadas antes. Por
el Teorema 3.30, sabemos que E tiene un modelo minimal global

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6. (6.5)

Si tomamos el cambio de variable y 7→ y − a1x−a3
2 , llevamos el modelo anterior

a la forma

E : y2 = x3 +
(
a2 + (a1/2)2

)
x2 + (a4 + a1a3/2)x+

(
a6 + (a3/2)2

)
(6.6)

que es entera en los primos impares puesto que allí 2 es invertible. Debemos sin em-
bargo, hacer este modelo entero en los primos arriba de 2. Para ello, si q = (τ) | 2,
vamos a escalar por τ2r para un r adecuado. La elección de r dependerá de sí la
reducción en q de E es supersingular u ordinaria.

Teorema 6.18. Sea K cuerpo cuadrático con número de clase 1, E/K una curva
elíptica de conductor potencia primo impar con un punto de 2-torsión sobre K con
ecuación minimal como en (6.5). Sea q = (τ) ideal primo arriba de 2.

Si E tiene reducción ordinaria en q, entonces νq(a1) = 0 y el “scaling” que
hace a (6.6) integral es x 7→ 22x (r = 2e2 siendo e2 el índice de ramificación
de 2 en K).

Si E tiene reducción supersingular en q, entonces 2 ramifica en K, νq(a1) = 1
y el “scaling” que hace a (6.6) integral es x 7→ τ2x (r = 2).

Demostración. Ver proposición 5.2 de [8].
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Sea (x0, 0) el punto de 2-torsión de E. Si tomamos el cambio de variable x 7→
x− x0, entonces pasamos E a un modelo de la forma

Ea,b : y2 = x(x2 + ax+ b) (6.7)

donde ahora el (0, 0) es el punto de 2-torsión.

Podemos comparar los discriminantes de los modelos (6.5) y (6.7). En efecto, si
∆min(E) es el discriminante de (6.5), entonces el modelo (6.6) tiene el mismo dis-
criminante (las traslaciones no cambian el discriminante). Lo siguiente fue aplicar
el Teorema 6.18 que cambia el discriminante por una potencia 6 del número por el
cual x fue escalado. El último cambio de variable fue también una traslación que
tampoco cambia el discriminante. Tenemos entonces que:

24b2(a2 − 4b) = ∆(Ea,b) =

{
212∆min(E) si E tiene reducción ordinaria,
τ12∆min(E) si E tiene reducción supersingular.

Como mencionábamos en el Teorema 6.18, el caso de reducción supersingular,
solo puede ocurrir en cuerpos K donde 2 ramifica. En nuestro caso, estos cuerpos
son cuando d = 2 o d = 3. Si d = 2, tomamos τ =

√
2 y entonces τ12 = 26, y

tenemos que
b2(a2 − 4b) = 22∆min(E).

Si d = 3, tomamos τ = 1 −
√

3 y entonces τ2 = εf2 siendo εf = 2 −
√

3 la
unidad fundamental y entonces

b2(a2 − 4b) = ε6f22∆min(E).

Teorema 6.19. Sea (x0, 0) el punto de 2-torsión de E y Ea,b el modelo de E obtenido
como se explicó previamente. Entonces:

Si E tiene reducción ordinaria y νq(x0) > 0, entonces (νq(a), νq(b)) = (0, 4e2)
y si νq(x0) = 0, entonces (νq(a), νq(b)) = (e2, 0).

Si E tiene reducción supersingular, entonces νq(x0) = 0 y (νq(a), νq(b)) =
(k, 0) con k ≥ 3.

Demostración. Ver corolario 5.3 de [8].

El Teorema 6.19 muestra que alguno de a o b tiene valuación 0 para q en
cualquiera de lo dos casos posibles. Como q es alguno de los primos que divide a 2
(recordar que si 2 descompone en OK tenemos dos primos arriba de 2), entonces po-
demos escribir (2) = qaqb donde qα = (τα) para α = a, b, es un ideal que divide a α.
Observar que qα puede ser un ideal primo arriba de 2 o ser (1). Esto va a depender
de la curva elíptica en cuestión y del cuerpo K. En nuestro caso, si d = 5, 13, 21,
tenemos que 2 es inerte, y por lo tanto las combinaciones posibles para (τa, τb)
son (2, 1) o (1, 2). En d = 17, tenemos que 2 descompone en los ideales primos
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(2 +
√

17) y (2 −
√

17), y dependiendo de la curva elíptica tenemos cuatro com-
binaciones posibles para (τa, τb): (2, 1), (1, 2), (2+

√
17, 2−

√
17), (2−

√
17, 2+

√
17).

El siguiente teorema permite reducir las posibilidades para a y b si conocemos
el primo p que divide al conductor de E:

Teorema 6.20. Sea K cuerpo cuadrático, Ea,b/K una curva elíptica con conductor
potencia de primo impar. Definimos:

P = gcd(∆min(E), b, a2 − 4b) = As2 con A libre de cuadrados,

B = a2−4b
τ2aP

,

C = 4b
τ2aP

,

ã = as
τ2aP

.

Entonces se cumple que

ã, A,B,C ∈ OK ,
gcd(B,C) = 1,

A,B,C solo son divisibles por primos que dividan a 2 y por p,

j = mı́n
{
νp(b), νp(a

2 − 4b)
}
≤ 3,

ã2A = B + C,

Los valores posibles para las valuaciones de las variables anteriores según p
y según q (primo arriba de 2), vienen dados por las tablas 6.1 y 6.2 donde
k = νp(∆

min(E)):

νp(a) νp(b) νp(a
2 − 4b) j k νp(A) νp(B) νp(C)

0 0 ≥ 0 0 ≥ 0 0 k 0
≥ 1 0 0 0 0 0 0 0

0 ≥ 1 0 0 ≥ 2, par 0 0 k
2

≥ 1 1 1 1 3 1 0 0
1 2 ≥ 2 2 ≥ 6 0 k − 6 0
≥ 2 2 2 2 6 0 0 0

1 ≥ 3 2 2 ≥ 8, par 0 0 k−6
2

≥ 2 3 3 3 9 1 0 0

Tabla 6.1: Distintas opciones de valuaciones p-ádicas.

Recíprocamente, dados A,B,C, ã ∈ OK que satisfacen las condiciones de arriba,
definen una curva elíptica Ea,b con a = 2Aã

gcd(2,C) y b = AC
gcd(2,C)2

con buena reducción
fuera de 2p.

Demostración. Ver Teorema 5.4 de [8].
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Reducción νq(a) νq(b) νq(a
2 − 4b) νq(4b) νq(A) νq(B) νq(C)

Ordinaria 0 4e2 0 6e2 0 0 6e2

Supersingular ≥ 3 0 4 4 0 0 0

Tabla 6.2: Distintas opciones de valuaciones q-ádicas.

Definición 6.21. Sea E/K una curva elíptica. Un twist cuadrático de E es una
curva elíptica isomorfa a E en una extensión cuadrática de K.

Para curvas elípticas de la forma Ea,b, los twists cuadráticos son de la forma
Eλa,λ2b con λ ∈ K×. No es difícil ver que

∆(Ea,b) = λ6∆(Eλa,λ2b),

por lo que el discriminante puede escalarse por potencias sextas si nos restringimos
a estudiar las curvas elípticas módulo twists cuadráticos. El siguiente resultado
simplifica un poco más la clasificación si también trabajamos módulo isogenias:

Teorema 6.22. Sea Ea,b una curva elíptica con parámetros (A,B,C) según la
notación del Teorema 6.20. Entonces E−2a,a2−4b es isógena y tiene parámetros
(A,C,B).

Demostración. Ver proposición 5.6 de [8].

Teorema 6.23. Sea K algunos de los cuerpos considerados, E/K una curva elíptica
con conductor potencia de primo impar p y con un twist cuadrático con buena
reducción en p. Entonces, las opciones para E son:

1. E tiene reducción ordinaria sobre K, A = ±εkfπj con π generador de p,
k ∈ Z y j ∈ N, B = u26 con u ∈ O×K , C = 1 y alguno del conjunto
{±(B + C),±(B + C)/εf ,±(B + C)/π,±(B + C)/εfπ} es un cuadrado.

2. E tiene reducción ordinaria en K = Q(
√

17), A = ±εkfπj con π genera-
dor de p, k ∈ Z y j ∈ N, B = uτ6

1 con u ∈ O×K , C = τ6
2 y alguno de

{±(B + C),±(B + C)/εf ,±(B + C)/π,±(B + C)/εfπ} es un cuadrado (re-
cordar que τα son los generadores de los ideales arriba de 2).

3. E tiene reducción supersingular en K = Q(
√
d) con d = 2, 3, A = ±εkfπj

con π generador de p, k ∈ Z y j ∈ N, B ∈ O×K , C = 1 y alguno de
{±(B + C),±(B + C)/εf ,±(B + C)/π,±(B + C)/εfπ} es un cuadrado.

Demostración. Por la observación de que podemos escalar el discriminante por po-
tencias sextas, sabemos que k es múltiplo de 6. Como tiene mala reducción en p, no
puede ser múltiplo de 12. Luego, k = 6. La tabla 6.1 solo da dos columnas posibles
para k = 6, y en ambos casos, (νp(B), νp(C)) = (0, 0). Si miramos la tabla 6.2, solo
uno de B o C puede ser dividido por q. Más aún, por el Teorema 6.22, podemos
asumir que (νq(B), νq(C)) = (6e2, 0) en el caso ordinario. En el caso supersingular,
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(νp(B), νp(C)) = (0, 0).

Consideremos primero los cuerpos donde 2 no descompone. Como solo p y q
pueden dividir a B y a C, tenemos que en ambos casos C es una unidad. Dado que
P es un máximo común divisor, está definido a menos de unidades, y por ende se
puede elegir un representante tal que C = 1. Por otro lado, como la valuación en
una suma es mayor o igual al mínimo de las valuaciones de los elementos, tenemos
que B + C = ã2A no es divisible por q, y como p y q son los únicos primos que
pueden dividir a A (por el Teorema 6.20 y porque 2 no descompone), concluimos
que A = ±εkfπj con π generador de p, k ∈ Z y j ∈ N. Agrupando en ã, obtenemos
que alguno del conjunto {±(B + C),±(B + C)/εf ,±(B + C)/π,±(B + C)/εfπ}
debe ser un cuadrado.

Si 2 descompone, tiene dos ideales primos generados por τ1 y τ2 arriba, y en-
tonces C no necesariamente es una unidad, ya que puede ser divisible por el otro
primo arriba de 2. Si C no es una unidad, entonces C puede tomarse como τ6

2 ,
escalando por unidades como se explicaba en el párrafo anterior. La potencia sex-
ta, surge de aplicar la tabla 6.2 al primo q2 y el hecho de que si 2 descompone,
entonces e2 = 1. En nuestro caso, esto solo puede ocurrir si d = 17 y E tiene
reducción ordinaria en ambos primos arriba de 2 (porque si no, 2 debería ramificar
por el Teorema 6.18). Si νq2(C) = 6, entonces la tabla 6.2, indica que νq2(B) = 0,
y como estamos considerando que νq1(B) = 6, entonces tenemos que B = uτ6

1 con
u ∈ O×K . El parámetro A sigue siendo ±εkfπj y por lo tanto alguno del conjunto
{±(B + C),±(B + C)/εf ,±(B + C)/π,±(B + C)/εfπ} debe ser un cuadrado.

Consideremos el caso que E tiene reducción ordinaria en algún primo arriba
de 2 y C es una unidad. Por el Teorema 6.18 aplicado como en el párrafo anterior,
tenemos que E tiene reducción ordinaria en todos los primos arriba de 2 y por lo
tanto B = u26 con u ∈ O×K en cualquiera de los tres casos de ramificación del 2.
Las opciones de π posibles se obtienen del hecho de que (B,C) = (u26, 1).

Si E tiene reducción supersingular, entonces d = 2, 3 y B es también una
unidad.

No tenemos ejemplos porque no fueron implementados los programas que rea-
lizan los casos del Teorema 6.23.

6.5. Curvas elípticas con 3-torsión
En esta sección, solo analizaremos el caso de curvas elípticas E/K con conduc-

tor primo impar que tienen puntos de 3-torsión en K, donde 3 no ramifica en K.
Las curvas con un punto de 3-torsión en K, tienen un modelo de la forma

E : y2 + a1xy + a3y = x3
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donde (0, 0) es el punto de orden 3 (ver [24]). El discriminante para una curva de
esa forma es

∆(E) = a3
3(a3

1 − 27a3),

y por lo tanto a3 6= 0. El cambio de variable admisible, transforma (a1, a3) 7→
(ua1, u

3a3). Por lo tanto, podemos escalar en cada primo q, de forma que q - a1 o
que q3 - a3.

La estrategia será encontrar la forma que deben tener a1 y a3 y luego programar
para encontrar posibles curvas elípticas.

Teorema 6.24. Sea K alguno de los cuerpos considerados donde 3 no ramifica. Sea
E/K una curva elíptica con conductor potencia de primo que tiene un punto de
3-torsión en K. Tenemos los siguientes casos:

1. (a1, a3) = (1, 1+u
27 ), con u ∈ O×K y solo un primo p divide a a3,

2. (a1, a3) = (1, u), con u ∈ O×K y solo un primo p divide a 1− 27u,

3. (a1, a3) = (0, εkfπ
j), con j, k ≤ 2 y p | 3,

4. (a3
1, a3) = (πj(27εkf + u), εkfπ

j) con u ∈ O×K y j, k ≤ 2, p - 3 y p | a1,

5. (a3
1, a3) = (uπr + 27εkf , ε

k
f ), con u ∈ O×K , k ≤ 2 y r ≤ 11. Si p | a1 en-

tonces 3 ≤ r ≤ 11, p | 3 y νp(a1) = 1 (esta última condición se cumple
automáticamente si r > 3).

6. (a3
1, a3) = (27εkfπ

j + uπ3, εkfπ
j), con u ∈ O×K , k ≤ 2, 0 < j ≤ 2 y p | 3,

7. (a3
1, a3) = (πj(27εkf + π3u), εkfπ

j) con u ∈ O×K , j, k ≤ 2, y p | 3,

8. (a3
1, a3) = (27uπj + εkf , uπ

j), con u ∈ O×K y k ≤ 2,

Demostración. De forma análoga al Teorema 4.3 de [8], veamos que el modelo es
minimal en todos los primos. En efecto, supongamos que no lo es para algún primo
q. Por el Teorema 3.21, q6 | c6 y q12 | ∆(E). Usando las igualdades de la página
42 de [46], se puede ver que el ideal generado por c6 y ∆(E) en Z[a1, a3] contiene
a a15

1 y a 33a5
3, y por lo tanto q | a1, q | a3 y por ende νq(a3) ≤ 2. Utilizando la

ecuación del discriminante, obtenemos que νq(∆(E)) ≤ 11 lo que nos lleva a una
contradicción (si q | 3, hay que usar también el hecho de que como 3 no ramifica
en K, νq(27) = 3).

Para inspeccionar en los valores posibles de a1 y a3 separaremos en casos.

(1) Si a1 es una unidad, escalando puedo asumir que a1 = 1 y entonces
∆(E) = a3

3(1−27a3). Observamos que p no puede dividir a ambos factores, puesto
que si lo hace, p | 1. Esto nos da dos casos:
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(1.1) Si p | a3, entonces 1− 27a3 = u ∈ O×K (caso 1).

(1.2) Si p | (1− 27a3), entonces a3 ∈ O×K (caso 2).

(2) Si a1 = 0, entonces ∆(E) = −27a4
3, y como solo un primo divide al discri-

minante, entonces p | 3. Por lo tanto a3 = uπj siendo π generador de p. Como el
modelo es minimal, entonces j ≤ 2, y escalando la curva por unidades tenemos que
u = εkf con k = 0, 1, 2 (caso 3).

(3) Si a1 /∈ O×K ∪ {0}, separamos según p:

(3.1) Si p | a1, entonces p3 - a3. Escalando por unidades como en el caso (2.2),
tenemos que a3 = εkfπ

j con k, j ∈ {0, 1, 2} (no puede haber otro primo que divida
a a3 por que el discriminante es potencia de p).

(3.1.1) Si p - 3, tenemos que νp(a3
1) ≥ 3 y que νp(−27a3) = νp(a3) = j < 3, así

que νp(a3
1 − 27a3) = j y entonces a3

1 − 27a3 = uπj con u ∈ O×K . Juntando ambas
expresiones y despejando tenemos que a3

1 = πj(27εkf + u) (caso 4).

(3.1.2) Si p | 3, separamos en dos casos:

(3.1.2.1) Si νp(a1) = 1, entonces separamos aún más:

(3.1.2.1.1) Si νp(a3) = 0, las valuaciones de νp(a3
1) y νp(−27a3) se igualan y no

podemos saber la valuación de νp(a3
1−27a3). Lo que sí sabemos es que a3 = εkf y que

a a3
1 − 27a3 solo lo divide p, por lo que entonces ∆(E) = uπr = ε3kf (a3

1 − 27εkf ) con
u ∈ O×K y r = 3, ..., 11 debido a que νp(a3

1 − 27a3) ≥ mı́n
{
νp(a

3
1), νp(−27a3)

}
= 3.

Despejando, tenemos que a3
1 = uπr

ε3kf
+ 27εkf (caso 5).

(3.1.2.1.2) Si νp(a3) = j ≥ 1, entonces νp(a3
1 − 27a3) = 3, y por lo tanto

a3
1 = 27a3 + uπ3 (caso 6).

(3.1.2.2) Si νp(a1) ≥ 2, entonces νp(a3
1) ≥ 6 y νp(−27a3) ≤ 5, así que entonces

νp(a
3
1 − 27a3) = 3 + j, lo que implica que a3

1 = 27a3 + π3+ju = πj(27εkf + π3u) con
u ∈ O×K (caso 7).

(3.2) Si p - a1, separamos según a3:

(3.2.1) Si a3 /∈ O×K , entonces p es el único primo que divide a a3. Observar que
si p | (a3

1 − 27a3), entonces p | a1 lo cual es absurdo. Esto muestra entonces que
a3

1 − 27a3 = v ∈ O×K . Escalando por u, nos queda u3v, y por lo tanto podemos
tomar v = εkf con k = 0, 1, 2. Por otro lado, a3 = uπj y entonces a3

1 = 27uπj + εkf
(caso 8).

(3.2.2) Si a3 ∈ O×K , escalando podemos tomar a3 = εkf con k = 0, 1, 2. Ob-
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servemos que p - 3. En efecto, si lo hace, p | (a3
1 − 27a3) y p | 27a3, y por

lo tanto p | a1 lo cual es absurdo. Por otro lado, como en el caso (3.1.2.1.1),
∆(E) = uπr = ε3kf (a3

1 − 27εkf ), y entonces a3
1 = uπr

ε3kf
+ 27εkf (caso 5).

Como no sabemos quien es p, en el punto 4, a la hora de buscar curvas elíp-
ticas, tomamos π en función de los primos que dividen a (27εkf + u), de forma
que la expresión de a1 sea un cubo. Los puntos 5 y 8, no pueden ser actualmente
implementados en su totalidad, debido que dependen del primo p. Para el resto
de los puntos (incluido un caso del 5), aparecen involucrados una cantidad finita
de primos, que son los que dividen a 3. Los programas que buscan curvas elípticas
usando el Teorema 6.24 se encuentran en PROGRAMA 4 en el apéndice. El mismo
se encuentra separado por procedimientos según el caso, numerados como en el
Teorema 6.24.

Para el caso 1 buscamos curvas para unidades u = ±εkf con k ∈ [−2000, 2000]
y no encontramos ninguna en ninguno de los cuerpos considerados.

Para el caso 2, buscamos curvas en el rango de k ∈ [−2000, 2000] para d =
2, 5, 17. En Q(

√
2) no obtuvimos curvas, en Q(

√
5) obtuvimos 160 curvas elípticas

todas con νp(∆(E)) = 1 y en Q(
√

17) no obtuvimos curvas. Para Q(
√

13) bus-
camos en el rango k ∈ [−1000, 1000] y obtuvimos 46 curvas elípticas todas con
νp(∆(E)) = 1.

En el caso 3, debemos analizar tres curvas por cada cuerpo. Es claro que
(∆(E)) = (27π4j), por lo que solo en los cuerpos K donde 3 es primo, la cur-
va E va a tener conductor potencia de primo. Estos cuerpos son d = 2, 5, 17. En
todos los cuerpos, el valor de νp(N(E)) depende de j, siendo j = νp(a3), de la
siguiente forma:

νp(N(E)) =

{
3 si j = 0
5 si j = 1, 2

En el caso 4, el programa era más complejo, y buscamos en el rango de k ∈
[−100, 100] para d = 2, 5, 13. De la propia demostración del Teorema 6.24 obtenía-
mos que νp(∆(E)) = 4, 8, pero sólo obtuvimos curvas con valuación de discrimi-
nante 8. En Q(

√
2) obtuvimos 10 curvas. En Q(

√
5) obtuvimos 70 curvas elípticas.

En Q(
√

13), obtuvimos 26 curvas. En Q(
√

17) no obtuvimos curvas en el rango
de k ∈ [−85, 85], aunque sospechamos que existen curvas en el rango entre ±80
y ±100 puesto que el programa se estancaba ahí. Debido a que son muchas, no
mostraremos los resultados.

En el caso 5, solo para cuando p | 3, en el rango k ∈ [−2000, 2000] obtuvimos
25 curvas entre todos los cuerpos considerados. De la propia demostración del Teo-
rema 6.24 obteníamos que νp(∆(E)) ≥ 3, pero obtuvimos curvas con valuación de
discriminante hasta 5 (ver tabla 6.4).
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Curvas elípticas en cuerpos cuadráticos

En el caso 6, en el rango de k ∈ [−2000, 2000] obtuvimos 9 curvas entre todos
los cuerpos considerados. De la propia demostración del Teorema 6.24 obteníamos
que νp(∆(E)) = 3, 6 o 9, y obtuvimos curvas en cada uno de los casos (ver tabla
6.3).

d a1 a3 N(E)
Norma
de N(E)

Discriminante

2, 5, 17 6 9 (3)3 729 −39

2 −3
√

2 3 (3)4 6561 −ε−2
f 36

2 3
√

2 3 (3)4 6561 −ε2f 36

5 6 ε2f 3 (3)4 6561 ε2f 36

5 3+3
√

2
2

ε 3
f (3)4 6561 −ε2f 36

5 3 ε2f 3 (3)4 6561 −ε10
f 36

5 3 + 3
√

2 εf 3 (3)4 6561 ε10
f 36

Tabla 6.3: Curvas elípticas en el caso 7 del Teorema 6.24.

Finalmente en el caso 7, en el rango de k ∈ [−2000, 2000] obtuvimos 43 curvas
entre todos los cuerpos considerados. De la propia demostración del Teorema 6.24
obteníamos que νp(∆(E)) = 3, 7 u 11, y obtuvimos curvas en cada uno de los casos.
Debido a que son muchas, no mostraremos los resultados.

Si en analogía con la tabla 5.2, buscamos las curvas elípticas de conductor primo
con νp(∆(E)) > 1, no encontramos ninguna en esta sección.
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d a1 a3 N(E)
Norma
de N(E)

Discriminante

2, 5, 17 −6 1 (3)3 729 −35

2 −3
√

2 εf (3)2 81 ε2f 33

2 −6 + 3
√

2 εf (3)4 6561 −ε6f 34

2 −3
√

2 ε2f (3)4 6561 −ε6f 34

2 6− 3
√

2 ε2f (3)2 81 ε10
f 33

5 −3 + 3
√

2 εf (3)4 6561 ε−2
f 34

5 15−3
√

2
2

ε2f (3)2 81 ε−2
f 33

5 3 εf (3)2 81 −ε2f 33

5 3−3
√

2
2

εf (3)4 6561 −ε2f 34

5 −3 εf (3)3 729 −ε5f 33

5 3+3
√

2
2

εf (3)3 729 ε5f 33

5 3 ε2f (3)3 729 −ε7f 33

5 3+3
√

2
2

ε2f (3)3 729 ε7f 33

5 −3−3
√

2
2

ε2f (3)2 81 −ε10
f 33

5 −9−3
√

2
2

ε2f (3)4 6561 −ε10
f 34

5 15+9
√

2
2

εf (3)2 81 ε14
f 33

5 9 + 3
√

2 ε2f (3)4 6561 ε14
f 34

13 1 +
√

13 εf (1+
√

13
2

)4 81 ε2f (1+
√

13
2

)4

13 5+
√

13
2

εf (1−
√

13
2

)4 81 −ε4f (1−
√

13
2

)4

13 −1−
√

13
2

ε2f (1+
√

13
2

)4 81 −ε8f (1+
√

13
2

)4

13 5 +
√

13 ε2f (1−
√

13
2

)4 81 ε10
f (1−

√
13

2
)4

17 6 εf (3)2 81 −ε2f 33

17 −24− 6
√

17 ε2f (3)2 81 −ε10
f 33

Tabla 6.4: Curvas elípticas en el caso 6 del Teorema 6.24.

6.6. Curvas elípticas con 5-torsión

Ahora nos encargamos de las curvas elípticas E/K con conductor primo impar
que tienen puntos de 5-torsión en K, donde 5 no ramifica en K. Las curvas con un

93



Curvas elípticas en cuerpos cuadráticos

punto de 5-torsión en K, tienen un modelo de la forma

E : y2 + (b− a)xy − ab2y = x3 − abx2

con gcd(a, b) = 1 (ver [24]). El discriminante para una curva de esa forma es

∆(E) = a5b5(a2 − 11ab− b2),

y por lo tanto a, b 6= 0. El cambio de variable admisible, transforma (a, b) 7→
(ua, ub). Por lo tanto, podemos escalar en cada primo q, de forma que q - a o que
q - b.

Como en la sección 6.5, la estrategia será encontrar la forma que deben tener
a y b y luego programar para encontrar posibles curvas elípticas.

Teorema 6.25. Sea K alguno de los cuerpos considerados donde 5 no ramifica. Sea
E/K una curva elíptica con conductor potencia de primo que tiene un punto de
5-torsión en K. Tenemos los siguientes casos:

1. (a, b) = (1,±εkf ) tal que (∆(E)) = (1± 11εkf − ε2kf ) es potencia de un primo.

2. (a, 1− 11b− b2) = (1, u) con u ∈ O×K y tal que (∆(E)) = (b5) es potencia de
un primo.

3. (a2− 11a− 1, b) = (u, 1) con u ∈ O×K y tal que (∆(E)) = (a5) es potencia de
un primo.

Demostración. Veamos que el modelo es minimal en todos los primos de igual
forma que es hecho en el Teorema 4.7 de [8]. En efecto, como en el Teorema 6.24
supongamos que no lo es para un primo q. Por el teorema 3.21, q4 | c4 y q12 | ∆(E),
donde c4 = a4 − 12a3b+ 14a2b2 + 12ab3 + b4. En el anillo Z[a, b] el ideal generado
por c4 y ∆(E) contiene a 5a15 y 5b15, que son coprimos salvo en los primos que
dividen a 5. Si q - 5, entonces divide a uno de a o b y entonces νq(∆(E)) < 6. Si
ahora q | 5, entonces, c4 ≡ (a+ 2b)4 ≡ 0 (mód q), lo que implica que q | (a+ 2b).
Si ponemos c = a + 2b y sustituímos a = c − 2b en la expresión de c4 y usamos
el hecho de que q | c y que q2 - 5 porque 5 no ramifica, obtenemos que c4 ≡ −5b4

(mód q2). Por otro lado, q - b, puesto que si lo hace, q | a, pero estos son coprimos.
Por lo tanto, q2 - c4, lo cual es absurdo y entonces E es minimal en q | 5 también.

Sea p el ideal primo que divide al discriminante. El caso de 5-torsión, es más
sencillo que el de 3-torsión, puesto que ∆(E) está compuesto por tres términos que
son dos a dos coprimos, puesto que si divide a dos de ellos, obtenemos que p | a, b.
Esto hace que dos de los tres términos sean unidades.

(1) Si a y b son unidades, escalando podemos asumir que a = 1 y b = ±εkf .
Entonces, basta con ver si (∆(E)) = (1± 11εkf − ε2kf ) es potencia de un primo.
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(2) Si a y a2 − 11ab− b2 son unidades, escalando podemos asumir que a = 1 y
entonces 1 − 11b − b2 = u con u ∈ O×K . Luego, se resuelve b en OK y se chequea
que (∆(E)) = (b5) sea potencia de un primo.

(3) Si b y a2 − 11ab− b2 son unidades, escalando podemos asumir que b = 1 y
entonces a2 − 11a − 1 = u con u ∈ O×K . Luego, se resuelve a en OK y se chequea
que (∆(E)) = (a5) sea potencia de un primo.

Los programas que buscan curvas elípticas usando el Teorema 6.25 se encuen-
tran en PROGRAMA 5 en el apéndice. El mismo se encuentra separado por pro-
cedimientos según el caso, numerados como en el Teorema 6.25.

Para el caso 1 buscamos curvas para unidades u = ±εkf con k ∈ [−750, 750] para
d = 2, 3, 13, 21. En Q(

√
2) obtuvimos 56 curvas de las cuales 4 tenían νp(∆(E)) > 1,

siendo de hecho igual a 2 en los 4 casos. En Q(
√

3) obtuvimos 64 curvas elípticas
todas con νp(∆(E)) = 1. En Q(

√
13) obtuvimos 22 curvas donde solo dos de ellas

tenían νp(∆(E)) > 1, siendo de hecho igual a 2. Para Q(
√

21) obtuvimos 2 cur-
vas, ambas con νp(∆(E)) = 1. Finalmente, para Q(

√
17) buscamos en el rango

k ∈ [−500, 500] y obtuvimos 18 curvas elípticas todas con νp(∆(E)) = 1. Como en
la sección 6.5, mostramos en la tabla sólo las curvas con νp(∆(E)) > 1.

d a b N(E)
Norma
de N(E)

Discriminante

2 1 −ε−3
f (5)2 625 −ε−18

f 52

2 1 ε−1
f (3)1 9 −ε−6

f 32

2 1 −εf (3)1 9 −ε6f 32

2 1 ε3f (5)2 625 −ε18
f 52

13 1 ε−3
f (5)2 625 ε−18

f 52

13 1 −ε3f (5)2 625 ε18
f 52

Tabla 6.5: Curvas elípticas en el caso 1.

Para el caso 2, en el rango de k ∈ [−2000, 2000] obtuvimos 1 curva racional.
De la propia demostración del Teorema 6.24 obteníamos que νp(∆(E)) debía ser
un múltiplo de 5 y de hecho, es 5 (ver tabla 6.6). Esta curva obtenida es la curva
11.a2 según la nomenclatura de [26], que también aparecía en la tabla 5.2.

Finalmente para el caso 3, en el rango de k ∈ [−2000, 2000] obtuvimos 1 curva
racional. De la propia demostración del Teorema 6.24 obteníamos que νp(∆(E))
debía ser un múltiplo de 5 y de hecho, es 5 (ver tabla 6.7). Esta curva obtenida
es también la curva 11.a2 según la nomenclatura de [26], que mostrábamos en la
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d a b N(E)
Norma
de N(E)

Discriminante

2, 3, 13, 17, 21 1 −11 (11)1 121 −115

Tabla 6.6: Curvas elípticas en el caso 2.

tabla 5.2, con un cambio de variable con respecto a la del caso 2.

d a b N(E)
Norma
de N(E)

Discriminante

2, 3, 13, 17, 21 11 1 (11)1 121 −115

Tabla 6.7: Curvas elípticas en el caso 3.

Observar que la tabla 6.5 agrega nuestras dos primeras curvas no racionales
con conductor primo y discriminante no primo. Es claro que una es la conjugada
de la otra, por lo que nos importa solo una de ellas. El buscador de [26], muestra
que esta curva está documentada, rotulada como 9.1-a2.

6.7. Curvas elípticas con 7-torsión
Ahora nos encargamos de las curvas elípticas E/K con conductor primo impar

que tienen puntos de 7-torsión en K. Las curvas con un punto de 7-torsión en K,
tienen un modelo de la forma

E : y2 + (b2 + ab− a2)xy − (a3b3 − a2b4)y = x3 − (a3b− a2b2)x2

con gcd(a, b) = 1 (ver [24]). El discriminante para una curva de esa forma es

∆(E) = a7b7(a− b)7(a3 − 8a2b+ 5ab2 + b3),

y por lo tanto a, b 6= 0. En la prueba, consideraremos dos cambios de variables
admisibles. El cambio admisible (x, y) 7→ (u2x, u3y), con u = a−2 transforma
(a, b) 7→ (1, a−1b) y con u = b−2 transforma (a, b) 7→ (b−1a, 1).

Como en la secciones 6.5 y 6.6, la estrategia será encontrar la forma que deben
tener a y b y luego programar para encontrar posibles curvas elípticas.

Teorema 6.26. Sea K alguno de los cuerpos considerados donde 7 no ramifica. Sea
E/K una curva elíptica con conductor potencia de primo que tiene un punto de
7-torsión en K. Tenemos los siguientes casos:

1. (a, b) = (1,±εkf ) tal que (∆(E)) = ((1∓εkf )7(1∓8εkf +5ε2kf ±ε3kf )) es potencia
de un primo.
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2. (a, (1− b)7(1− 8b+ 5b2 + b3)) = (1, u) con u ∈ O×K y tal que (∆(E)) = (b7)
es potencia de un primo.

3. ((a− 1)7(a3− 8a2 + 5a+ 1), b) = (u, 1) con u ∈ O×K y tal que (∆(E)) = (a7)
es potencia de un primo.

Demostración. Como en el Teorema 6.25, tenemos que gcd(∆(E), c4) puede ser
divisible solo por primos arriba de 7. En los cuerpos donde 7 no ramifica, un argu-
mento similar al del Teorema 6.25 demuestra que el modelo de E mencionado al
comienzo de la sección es minimal.

Sea p el ideal primo que divide al discriminante. Separemos ∆(E) en tres tér-
minos: a7, b7 y (a − b)7(a3 − 8a2b + 5ab2 + b3). Como en el Teorema 6.25, estos
tres términos deben ser dos a dos coprimos, puesto que si divide a dos de ellos,
obtenemos que p | a, b. Esto hace que dos de los tres términos sean unidades.

(1) Si a y b son unidades, escalando por u = a−2, podemos asumir que a = 1 y
b = ±εkf . Entonces, basta con ver si
(∆(E)) = ((1∓ εkf )7(1∓ 8εkf + 5ε2kf ± ε3kf )) es potencia de un primo.

(2) Si a y (a−b)7(a3−8a2b+5ab2 +b3) son unidades, escalando como en el caso
anterior, podemos asumir que a = 1 y entonces (1− b)7(1− 8b+ 5b2 + b3) = u con
u ∈ O×K . Luego, se resuelve b en OK y se chequea que (∆(E)) = (b7) sea potencia
de un primo.

(3) Si a y (a− b)7(a3 − 8a2b+ 5ab2 + b3) son unidades, escalando por u = b−2

podemos asumir que b = 1 y entonces (a− 1)7(a3− 8a2 + 5a+ 1) = u con u ∈ O×K .
Luego, se resuelve a en OK y se chequea que (∆(E)) = (a7) sea potencia de un
primo.

Los programas que buscan curvas elípticas usando el Teorema 6.26 se encuen-
tran en PROGRAMA 6 en el apéndice. El mismo se encuentra separado por pro-
cedimientos según el caso, numerados como en el Teorema 6.26.

Para el caso 1 buscamos curvas para unidades u = ±εkf con k ∈ [−750, 750]
para todos los cuerpos considerados. El único cuerpo en el que aparecen curvas es
Q(
√

5), en el cual obtuvimos 6 curvas todas con νp(N(E)) = νp(∆(E)) = 1 (ver
tabla 6.8).

Para los casos 2 y 3, buscamos curvas en el rango de k ∈ [−2000, 2000] y no
obtuvimos ninguna en ninguno de los cuerpos considerados.
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d a b N(E)
Norma
de N(E)

Discriminante

5 1 ε−2
f (13−

√
5

2
)1 41 −ε−24

f
13−
√

5
2

5 1 −ε−1
f (13+

√
5

2
)1 41 −13+

√
5

2

5 1 ε−1
f (13+

√
5

2
)1 41 −ε−24

f
13+
√

5
2

5 1 −εf (13−
√

5
2

)1 41 −ε24
f

13+
√

5
2

5 1 εf (13−
√

5
2

)1 41 −13−
√

5
2

5 1 ε2f (13+
√

5
2

)1 41 −ε24
f

13+
√

5
2

Tabla 6.8: Curvas elípticas en el caso 1.
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Apéndice A

Programas en MAGMA

En este capítulo, simplemente copiamos el código de los programas utilizados
para realizar operaciones del capítulo 6.

A.1. PROGRAMA 1
En este programa calculamos los cuerpos cuadráticos para el cual el espacio de

formas cuspidales nuevas es trivial. Implementado en MAGMA.

N := 1000 ;

for d in [ 2 . .N] do
p r i n t f " . " ;
i f I s Squa r e f r e e (d) then

K := Quadrat icFie ld (d) ;
i f Dimension (NewSubspace ( HilbertCuspForms (K, 1∗

I n t e g e r s (K) ) ) ) eq 0 then
pr in t " . " ;
p r i n t d ;

end i f ;
end i f ;

end for ;

A.2. PROGRAMA 2
Programa que busca extensiones de grado 3 para una determinada extensión

de un cuerpo K. Implementado en MAGMA.

for d in [ 2 , 3 , 5 , 1 3 , 1 7 , 2 1 ] do
K:=Quadrat icFie ld (d) ;
S<y> := PolynomialRing (K) ;



Programas en MAGMA

eps := FundamentalUnit (K) ;
C := {eps , −eps , −1, 1} ;
for u in C do

case u :
when eps : p r i n t "Caso␣d␣=␣" , d , "con␣

e x t e n s i n ␣ c u a d r t i c a ␣de␣ eps " ;
when −eps : p r i n t "Caso␣d␣=␣" , d , "con␣

e x t e n s i n ␣ c u a d r t i c a ␣de␣−eps " ;
when −1: p r i n t "Caso␣d␣=␣" , d , "con␣

e x t e n s i n ␣ c u a d r t i c a ␣de␣−1" ;
when 1 : p r i n t "Caso␣d␣=␣" , d , "con␣

e x t e n s i n ␣ c u a d r t i c a ␣de␣1" ;
end case ;
Ku := Sp l i t t i n gF i e l d (y^2−u) ;
P:= Fac to r i z a t i on (2∗ I n t e g e r s (Ku) ) [ 1 , 1 ] ;
ray , m := RayClassGroup (P, [ 1 . .# RealPlaces (Ku) ] ) ;
ray1 , t := Hom( ray , AbelianGroup ( [ 3 ] ) ) ;
for x in ray1 do

i f x ne 0∗x then
pr in t NumberField (

Abel ianExtens ion ( Inve r s e ( t ( x )
) ∗m) ) ;

end i f ;
end for ;

end for ;
end for ;

A.3. PROGRAMA 3
Programa que calcula los cuerpos donde pueden haber caracteres no triviales

según los casos del teorema 6.14. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

// l DESCOMPONE

K := Quadrat icFie ld (13) ;
p r i n t " (d , l ) ␣=␣ ( " , 13 , " , " , 3 , " ) : " ;
ray1 , m1 := RayClassGroup (3∗ In t e g e r s (K) , [ 1 , 2 ] ) ;
ray11 , t1 := Hom( ray1 , AbelianGroup ( [ 2 ] ) ) ;
for x in ray11 do

i f x ne 0∗x then
pr in t NumberField ( Abel ianExtens ion ( Inve r s e ( t1 (x ) )

∗m1) ) ;
end i f ;

end for ;

//CASO the ta1 / the ta2 = 1.
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A.4. PROGRAMA 4

pr in t "CASO␣ theta1 / theta2 ␣=␣1" ;

for d in [ 5 , 1 3 , 1 7 ] do
K:=Quadrat icFie ld (d) ;
S<y> := PolynomialRing ( I n t e g e r s (K) ) ;
for l in rami f i edpr imes (d) do

pr in t " (d , l ) ␣=␣ ( " , d , " , " , l , " ) : " ;
L := Sp l i t t i n gF i e l d (y^l −1) ;
P:= Fac to r i z a t i on ( l ∗ I n t e g e r s (L) ) [ 1 , 1 ] ;
ray , m := RayClassGroup (P) ;
ray1 , t := Hom( ray , AbelianGroup ( [ 2 ] ) ) ;
for x in ray1 do

i f x ne 0∗x then
pr in t NumberField (

Abel ianExtens ion ( Inve r s e ( t ( x )
) ∗m) ) ;

end i f ;
end for ;

end for ;
end for ;

//CASO the ta1 / the ta2 != 1 .

pr in t "CASO␣ theta1 / theta2 ␣!=␣1" ;

for d in [ 3 , 2 1 ] do
K := Quadrat icFie ld (d) ;
for l in rami f i edpr imes (d) do

pr in t " (d , l ) ␣=␣ ( " , d , " , " , l , " ) : " ;
P:= Fac to r i z a t i on ( l ∗ I n t e g e r s (K) ) [ 1 , 1 ] ;
ray , m := RayClassGroup (P , [ 1 , 2 ] ) ;
ray1 , t := Hom( ray , AbelianGroup ( [ 2 ] ) ) ;
for x in ray1 do

i f x ne 0∗x then
pr in t NumberField (

Abel ianExtens ion ( Inve r s e ( t ( x )
) ∗m) ) ;

end i f ;
end for ;

end for ;
end for ;

A.4. PROGRAMA 4
Caso 1 del teorema 6.24. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion1 (d , minN , maxN)
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K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do

a3 := (1 + s ∗ eps^k ) /27 ;
i f ( a3 in OK) and ( a3 ne 0) then

i f IsPP ( a3^3∗OK) then
pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , k , " | "

, "1" , " | " , a3 , " | " ;
curve in fo rmat ion (K! 1 , 0 ,K! a3 , 0 , 0 ,OK) ;

end i f ;
end i f ;

end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 2 del teorema 6.24. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion2 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do

a3 := s ∗ eps^k ;
i f IsPP((1−27∗a3 ) ∗OK) then

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , k , " | " , "1" ,

" | " , a3 , " | " ;
curve in fo rmat ion (K! 1 , 0 ,K! a3 , 0 , 0 ,OK) ;

end i f ;

end for ;
end for ;
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end procedure ;

Caso 3 del teorema 6.24. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion4 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

i f (#Fac to r i z a t i on (3∗OK) eq 1) then
_, p i := I sP r i n c i p a l ( Fac t o r i z a t i on (3∗OK) [ 1 , 1 ] ) ;
for k in [ 0 . . 2 ] do
for j in [ 0 . . 2 ] do

a3 := eps^k∗ pi^ j ;
p r i n t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , k , " | " , j , " | " , "0" ,

" | " , a3 , " | " ;
curve in fo rmat ion (0 , 0 ,K! a3 , 0 , 0 ,OK) ;

end for ;
end for ;

end i f ;

end procedure ;

Caso 4 del teorema 6.24. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion5 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for k in [ 0 , 1 , 2 ] do
for s in [−1 ,1 ] do

a := 27∗ eps^k + s∗ eps^t ;
pi , j := almostcube (d , a ) ;
i f pi ne 0 then

a13 := pi^ j ∗a ;
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i f ( not I sD i v i s i b l eBy (3 , p i ) ) and ( I sD iv i s i b l eBy ( a13 , p i )
) then

i f (#Roots ( x^3 − a13 ) ne 0) then
a3 := eps^k ∗ pi^ j ;
for a1 in Roots ( x^3 − a13 ) do

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " ,

t , " | " , k , " | " , a1 [ 1 ] , " | " ,
a3 , " | " ;

curve in fo rmat ion (K! a1 [ 1 ] , 0 ,K! a3
, 0 , 0 ,OK) ;

end for ;
end i f ;

end i f ;
end i f ;

end for ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 5 del teorema 6.24 para cuando p | a1. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion6 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for p in Fac t o r i z a t i on (3∗OK) do
for k in [ 0 , 1 , 2 ] do
for s in [−1 ,1 ] do
for r in [ 3 . . 1 1 ] do

_, pi := I sP r i n c i p a l (p [ 1 ] ) ;
a13 := s ∗ eps ^( t−3∗k ) ∗ p i^r + 27∗ eps^k ;

i f (#Roots ( x^3 − a13 ) ne 0) then
a3 := eps^k ;
for a1 in Roots ( x^3 − a13 ) do

i f ( r gt 3) or ( ( r eq 3) and ( Valuat ion (K! a1 [ 1 ] ,
p [ 1 ] ) eq 1) ) then

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , t , " | "

, k , " | " , a1 [ 1 ] , " | " , a3 , " | " ;
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curve in fo rmat ion (K! a1 [ 1 ] , 0 ,K! a3 , 0 , 0 ,OK) ;
end i f ;

end for ;
end i f ;

end for ;
end for ;
end for ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 6 del teorema 6.24. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion7 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for p in Fac t o r i z a t i on (3∗OK) do
for k in [ 0 , 1 , 2 ] do
for s in [−1 ,1 ] do
for j in [ 1 , 2 ] do

_, pi := I sP r i n c i p a l (p [ 1 ] ) ;
a13 := 27∗ eps^k∗ p i^ j + s ∗ eps^t ∗ p i ^3;

i f (#Roots ( x^3 −a13 ) ne 0) then
a3 := eps^k∗ pi^ j ;
for a1 in Roots ( x^3 − a13 ) do

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , t , " | " , k , " | "

, a1 [ 1 ] , " | " , a3 , " | " ;
curve in fo rmat ion (K! a1 [ 1 ] , 0 ,K! a3 , 0 , 0 ,OK) ;

end for ;
end i f ;

end for ;
end for ;
end for ;
end for ;
end for ;

end procedure ;
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Caso 7 del teorema 6.24. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC3torsion8 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for t in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for p in Fac t o r i z a t i on (3∗OK) do
for k in [ 0 , 1 , 2 ] do
for s in [−1 ,1 ] do
for j in [ 0 , 1 , 2 ] do

_, pi := I sP r i n c i p a l (p [ 1 ] ) ;
a13 := pi^ j ∗(27∗ eps^k + pi ^3∗ s ∗ eps^t ) ;

i f (#Roots ( x^3 − a13 ) ne 0) then
a3 := eps^k∗ pi^ j ;
for a1 in Roots ( x^3 − a13 ) do

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , t , " | " , k , " | "

, a1 [ 1 ] , " | " , a3 , " | " ;
curve in fo rmat ion (K! a1 [ 1 ] , 0 ,K! a3 , 0 , 0 ,OK) ;

end for ;
end i f ;

end for ;
end for ;
end for ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

En los procedimientos anteriores se usan algunas funciones auxiliares que lis-
tamos aquí:

IsPP, revisa si la norma es potencia de primo (que es mas fácil) y si eso funcio-
na lo factoriza. Esto es para evitar factorizar innecesariamente que es mas complejo
para MAGMA.

f unc t i on IsPP ( I )

i f not IsPrimePower (Norm( I ) ) then
return f a l s e ;
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end i f ;

return #Fac to r i z a t i on ( I ) eq 1 ;
end func t i on ;

curveinformation, es un procedimiento que despliega datos de una curva da-
da en el siguiente formato:

(generador ideal primo) | (potencia en el conductor) | (norma del conductor) |
(discriminante) | (potencia en el discriminante);

procedure curve in fo rmat ion ( a1 , a2 , a3 , a4 , a6 , OK)

E := E l l i p t i cCurve ( [ a1 , a2 , a3 , a4 , a6 ] ) ;
C := Conductor (E) ;
Cfact := Fac t o r i z a t i on (C) ;
D := Discr iminant (E) ;
Dfact := Fac to r i z a t i on (D∗OK) ;

p r i n t Cfact [ 1 , 1 ] , " | " , Cfact [ 1 , 2 ] , " | " , Norm(C) , " | " , D, " | " ,
Dfact [ 1 , 2 ] ;

end procedure ;

Para el caso 5, utilizamos la función auxiliar almostcube que acomoda, si es
posible, para que un elemento sea un cubo multiplicado por un primo.

f unc t i on almostcube (d , a )

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
P := Fac to r i z a t i on ( a∗OK) ;
cont := 0 ;
p i := 1 ;
j := 0 ;

for p in P do
i f ( ( p [ 2 ] mod 3) ne 0) and ( cont l t 2) then

cont := cont + 1 ;
b , p i := I sP r i n c i p a l (p [ 1 ] ) ;
j := 3 − (p [ 2 ] mod 3) ;

end i f ;
end for ;

i f ( cont l t 2) then
return pi , j ;

else
return 0 , 0 ;

end i f ;
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end func t i on ;

A.5. PROGRAMA 5
Tres casos para el cálculo de curvas elípticas sobre los cuerpos K consideradaos

con un punto de 5-torsión.

Caso 1 del teorema 6.25. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC5torsion1 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do

b := s ∗ eps^k ;
i f IsPP((1−11∗b−b^2)∗OK) then

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , k , " | " , "1" ,

" | " , b , " | " ;
curve in fo rmat ion (K! ( b−1),−K! b,−K! b^2 ,0 ,0 ,OK) ;

end i f ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 2 del teorema 6.25. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC5torsion2 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;
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for s in [−1 ,1 ] do
i f (#Roots ( x^2 + 11∗x + s∗ eps^k−1) ne 0) then

for b in Roots ( x^2 + 11∗x + s∗ eps^k−1) do
i f (b [ 1 ] ne 0) then

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " ,

k , " | " , "1" , " | " , b [ 1 ] , " |
" ;

curve in fo rmat ion (K! ( b [1 ]−1) ,−K! b
[1 ] ,−K! b [ 1 ]^2 , 0 , 0 ,OK) ;

end i f ;
end for ;

end i f ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 3 del teorema 6.25. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC5torsion3 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do
i f (#Roots ( x^2 − 11∗x − s ∗ eps^k − 1) ne 0) then

for a in Roots ( x^2 − 11∗x − s ∗ eps^k − 1) do
i f ( a [ 1 ] ne 0) then

pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " ,

k , " | " , a [ 1 ] , " | " , "1" , " |
" ;

curve in fo rmat ion (K!(1−a [ 1 ] ) ,−K! a
[1 ] ,−K! a [ 1 ] , 0 , 0 ,OK) ;

end i f ;
end for ;

end i f ;
end for ;
end for ;

end procedure ;
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A.6. PROGRAMA 6
Tres casos para el cálculo de curvas elípticas sobre los cuerpos K considerados

con un punto de 7-torsión.

Caso 1 del teorema 6.26. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC7torsion1 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do
b := s ∗ eps^k ;
i f (b ne 1) then

i f IsPP((1−b)^7∗(1−8∗b+5∗b^2+b^3)∗OK) then
pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " , k , " | "

, "1" , " | " , b , " | " ;
curve in fo rmat ion (K! ( b^2+b−1) ,K! ( b^2−b) ,K

! ( b^4−b^3) ,0 , 0 ,OK) ;
end i f ;

end i f ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 2 del teorema 6.26. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC7torsion2 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do
i f (#Roots ((1−x )^7∗(1−8∗x+5∗x^2+x^3)−s ∗ eps^k ) ne 0) then
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for b in Roots ((1−x )^7∗(1−8∗x+5∗x^2+x^3)−s ∗ eps^k )
do

i f (b [ 1 ] ne 0) then
pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , s , " | " ,

k , " | " , "1" , " | " , b [ 1 ] , " |
" ;

curve in fo rmat ion (K! ( b [1]^2+b
[1]−1) ,K! ( b[1]^2−b [ 1 ] ) ,K! ( b
[1]^4−b [ 1 ] ^ 3 ) , 0 , 0 ,OK) ;

end i f ;
end for ;

end i f ;
end for ;
end for ;

end procedure ;

Caso 3 del teorema 6.26. Implementado en MAGMA.

load " f un c i on e s_aux i l i a r e s .m" ;

procedure EC7torsion3 (d , minN , maxN)

K := Quadrat icFie ld (d) ;
OK := In t e g e r s (K) ;
_<x> := PolynomialRing (K) ;
eps := FundamentalUnit (OK) ;

for k in [minN . .maxN] do
p r i n t f " . " ;

for s in [−1 ,1 ] do
i f (#Roots ( ( x−1)^7∗(x^3−8∗x^2+5∗x+1)−s ∗ eps^k ) ne 0) then

for a in Roots ( ( x−1)^7∗(x^3−8∗x^2+5∗x+1)−s ∗ eps^k )
do

i f ( a [ 1 ] ne 0) then
pr in t " . " ;
p r i n t "Curva␣ e l i p t i c a : " , "−" , " |

" , k , " | " , a [ 1 ] , " | " , "1" ,
" | " ;

curve in fo rmat ion (K!(1+a [1]−a
[ 1 ] ^ 2 ) ,K! ( a [1]^2−a [ 1 ] ^ 3 ) ,K! ( a
[1]^2−a [ 1 ] ^ 3 ) , 0 , 0 ,OK) ;

end i f ;
end for ;

end i f ;
end for ;
end for ;

end procedure ;
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